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Avertissement

Disposer d'un minimum de connaissances et de pratique en géométrie projective est
irremplagable pour avoir une vision synthétique de la géométrie — dite — élémentaire. En outre,
c’est une condition indispensable pour regarder ce sujet d'un point vue quelque peu moderne
(1). Nous entendons par la toutes autres choses que le recours a la logomachie ensembliste, la
fuite éperdue dans l’abstraction et la théorisation a outrance de notions parfois évidentes, voire
vides. Il s’agit de la faculté de classer les figures et leurs propriétés en fonction de leur nature :
métrique, affine, projective et I’on pourrait continuer par topologique, différentielle ou autre. Ce
qui met en ceuvre des critéres d’invariance sous 'action de divers groupes de transformations.
Ce point de vue permet des rapprochements dont les résultats sont parfois spectaculaires et,
n’ayons pas peur des mots, esthétiquement beaux. Il va sans dire que notre ambition n’est pas
d’épuiser ce programme mais, plus modestement, de donner au lecteur qui voudra bien nous
suivre, ’occasion d’accomplir quelques pas dans cette voie et I’envie d’aller un peu plus loin.

Nous avons pris le parti de conserver, durant deux chapitres, le point de vue qui était
le nbtre dans le fascicule “Géométrie élémentaire”, ce qui permet de traiter des applications
significatives, constitutant un ensemble cohérent, sans recourir a un arsenal théorique élégant et
subtile mais dont la mise en ceuvre peut, sil’on n’y prend garde, s’opérer dans 1’absence de sens
la plus totale.

Un dernier mot, dans la rédaction de ce cours, on s’est efforcé d’étre clair, certes, mais
sans chercher a édulcorer le sujet. La géométrie est, aussi, une discipline de 1’esprit qui demande
un engagement intellectuel certain. Qu’on nous fasse crédit un moment si nous annongons, par
avance et avec un soupgon de suffisance, que le I'effort demandé en vaut la peine.

Octobre 1993

Additif a la présente édition

Ce petit fascicule est le retirage, dans sa forme originelle, d'un document con¢u pour un
enseignement de licence a distance, a destination d’un public d’enseignants, en formation
continue dont I'agrégation n’était pas un objectif désigné. Le choix de réduire, autant que faire
se peut, la partie purement algébrique résulte d’un parti pris systématique, peu conforme aux
traditions francaises en la matiére. Qu'il soit bien clair que 1’objectif est ici de proposer une
introduction a la géométrie projective du plan usuel, sous une forme quantativement
comparable a un enseignement semestriel raisonnable. I ne s’agit donc de toute autre chose que

l'esquisse plus ou moins tronquée d'un traité de géométrie projective.
Mai 1999

La docrine en la matiére est formulée dans le “programme d’Erlangen” de Felix Klein. Datant de 1872, elle
prévaut encore aujourdhui.
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Chapitre I. Les points a l'infini

§1. Les points a I'infini : une facilité en termes d’incidence

Pour l'instant, ne nous préoccupons pas des questions formelles, Elles seront
réglées, de facon explicite — mais en leur temps. La priorité est de mettre en place les
éléments constitutifs de la géométrie projective sous une forme qui soit
directement manipulable et nous permette d’accéder directement aux applications
les plus courantes.

Provisoirement tout se passe dans 1’espace de la géométrie usuelle.

* Perspective entre droites — points a l'infini

Dans un plan donné, on considére deux
droites sécantes D, D’ et un point O qui n’est situé
sur aucune d’elles. Soit M un point quelconque de
D, on convient de noter M’ le point de D’, s’il
existe, qui est aligné avec O et M. Il est immédiat
que la correspondance M — M’ définit une
application bijective :

p:D-{l}— D-{J')
ou I (respectivement J') désigne le point commun a D (respectivement a D’) et la
parallele a D’ (respectivement a D) passant par O.

Il semble naturel de lever ces restricitions en décidant d’adjoindre a D un

élément I et a D’ un élément ]’ et de convenir que :
pI)=1 etp()=]J.
Ainsi, on dispose d’une application bijective :
p:DuU{]} — D'u{l’}
M — M’

qu’on appelle perspective (1).

Si 'on remplace D ou D’ par une droite paralléle, le point ] ou I, situé sur
l'autre reste inchangé. Ce qui conduit & considérer que J est commun a toutes les
droites paralleles a D de méme que I’ est commun & toutes les droites paralleles a D’.

C’est, exprimé en d’autres termes, le parti qui s'imposa aux peintres italiens de la renaissance quand il
découvrirent qu'ils étaient en mesure de représenter des personnages dans un environnement realiste —
d’abord architectural puis, progressivement, la maitrise aidpant, qui s’ouvrit sur 'extérieur. La perspective
resta le domaine exclusif des peintres et des architectes pendant plus de deux sciécles. Desargues, certes, a
inscrit son nom au Panthéon d%s Théoreémes, en fait il était architecte. La perspective devient une question de
geometres patentés avec Lambert aux alentours de 1760. Ce n’est qu'au cours de la premiére moitié du XIXe
sciecle que la géométrie projective acquiert progressivement son statut théorique — au sein des
mathématiques — qui prend sa forme définitive avec%a publication, en 1847, de “Geometrie der Lage”, du
mathématicien allemand Von Staudt .



* Plan de l'infini — droites de 1'infini

Considérons un plan P, on convient que les points ainsi adjoints a P
constituent une droite, appelée la droite de l'infini de P. Le bénéfice est immédiat
car les régles d’incidence s’énoncent désormais :

«  par deux points distincts de P il passe une droite, et une seule ;

+  deux droites distinctes de P ont en commun un point, et un seul.

Les droites et les points jouent alors des roles parfaitement symétriques.

Nous convenons, de plus, que les points a l'infini forment un plan. Ainsi,
étant donnés deux plans distincts, P et P’ :
« ou bien ils ont un point commun a distance finie et ils se coupent
suivant une droite classique ;
¢ ou bien ils sont paralleles, ils coupent le plan de l'infini suivant une
méme droite, ils ont alors la méme droite de l'infini.

En résumé, l'espace est completé du plan a l'infini. Tout plan se compléte
d’une droite - sa droite de l'infini — qui est son intersection avec le plan de l'infini,
Toute droite D rencontre le plan de l'infini en un point — son point a l'infini .

Conventions : si D est une droite, il est commode de noter op son point a l'infini et
si P est un plan, on note oop sa droite de I'infini.

Ce point de vue est cohérent car il permet d’étendre la notion de perspective
comme suit.

* Perspectives entre plans

Etant donnés deux plan P, P’ et un
point O n’appartenent a aucun d’eux, soit M
un point quelconque de P, on convient de
noter M’ le point de P’, s’il existe, qui est
aligné avec O et M. La correspondance :

MM
est, au départ, une application bijective :
P-1— P'-J
ou I (respectivement ]’) désigne la droite commune & de P (respectivement a D’) et
au plan parallele a P’ (respectivement & P) passant par O. Avec les conventions
posées, elle s’étend a une bijection :
p: Puocop —— P'Uecop

M > M’

qu’on appelle aussi perspective .

On notera que si N’ est un point de I’ les images des droites de P qui sont
paralleles a (OI') passent toutes par N’. Ce point apparait bien comme l'image de
leur point a l'infini commun.

Convention : on appelle espace projectif 'espace usuel ainsi complété. On parlera de
méme du plan projectif ou de la droite projective.

Université de Nantes — C.T.E.U.



§2. Statut analytique des points a I'infini d"un plan affine

Restreignons nos préoccupations au plan, car il sera le cadre de l’essentiel
des applications que nous aurons a traiter.

* Coordonnées homogeénes

Considérons le plan affine usuel, rapporté a un repére (O, 1,5). Nous savons
que :
«  tout point M, de P, est affecté d’un jeu de coordonnées (x,y),
. toute droite D, de P, est bien définie par la donnée d’une équation
(1) ux+ovy+w=0
on sait aussi que deux telles équations définissent une méme droite si,
et seulement si, leurs coefficients sont proportionnels.
L’équation (1) est équivalente a la conjonction des conditions suivantes :
uX+ovY+wZ=0
Z#0
X Y
¥=zY7z
Comme le remplacement de X, Y et Z par des nombres proportionnels donne une
condition équivalente, on admet que (X,Y,Z) est défini & un scalaire multiplicatif,
non nul, pres. On dit alors que ces nombres constituent un systéme coordonnées
homogénes de M - ol plus simplement, sont des coordonnées homogenes de M.
Comme, au départ, u et v ne sont pas simultanément nuls, on peu supposer
u#0, les coordonnées homogeénes d’un point de D s’expriment :
vY +wZ

X=-—"1"",Y, Z o (Y,Z)e R?

ot (X,Y,Z)e R3.

ou encore :
X=-vY-wZ , uY , uZ ou(Y,Z)e R2.
Si Z tend vers 0, (X,Y,Z) tend vers (-vY,uY,0). On note que le syteme obtenu
équivalent a :
(—U U, 0)
et que cette limite caractérise la direction de D. Dans ces conditions, il devient
naturel de poser les conventions qui suivent.
*  On leve la restricition Z#0, on la remplace par la condition :
(X,Y,Z)#(0,0,0),
(-v,u,0) représente alors les coordonnées homogeénes du point a
l'infini, commun aux droites paralléles 3 D - leur direction commune
est engendrée par le vecteur -vi + uj
+ Les points a l'infini sont alors caractérisés par la condition Z=0. On
remplace la restricition (u,v)#(0,0) par (u,v,w)#(0,0,0). Ainsi Z=0
devient 1’équation de la droite de l'infini de P.

Conclusion :les points a l'infini restent une vue de l'esprit, certes, mais il est
désormais possible de les appréhender algébriquement et non plus seulement par
leurs images en perspective.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre |. Les points & l'infini



* Extension des application affines

Dans les conditions ci-dessus, considérons une tranformation affine f de P,
elle s’exprime, en coordonnées cartésiennes, sous la forme matricielle suivante :

== L2 2 ][+ Lo

ot ad-bc#0. Cette relation est aussi bien décrite par I'expression :

x] [x ab ax
1] L1 00 1]L1

L’introduction des coordonnées homogenes lui donne la forme suivante :

X1 X ab ag(X
[Y E YH ; bo} M
Z| Z 00 1]LZ

ou la matrice est désormais définie a un scalaire multiplicatif, non nul, pres. On
note que cette application laisse stable la droite de l'infini, ’application induite

ot 'on retrouve la matrice de f — elle aussi définie a un scalaire multiplicatif pres.

Université de Nantes — C.T.E.U.



§3. La dualité

* Le plan projectif dual

Les données restent celles de la section précédente.
Les régles d’incidence se confirment comme suit :
. la donnée de deux points distincts A et B, par leur coordonnées homo-
genes :
(a,b,c) et (a’,b",c)
définit le systeme linéaire de rang 2 :
au+bv+cw=0
{a’u+b’v+c’w=0
dont les solutions — définies a un facteur pres — sont les coefficients de
I"équation d’une droite, et d’une seule
« la donnée de deux droites distinctes, par leurs équations définit le
systéme linéaire de rang 2 :
uX +vY +wZ =0
{u’X+v’Y+w’Z=O
dont les solutions — définies a un facteur prés — sont les coordonnées
homogeénes d'un point, et d’un seul.
La donnée d'une droite d, par son équation homogene :
uX+vY+wZ=0
étant équivalente a celle du triplet :
(u /0, w)
on appellera désormais u, v et w des coordonnées homogenes de d.

Cette symétrie parfaite entre les roles respectifs des points et des droites du
plan projectif, conduit a considérer 'ensemble des droites comme un plan projectif.
On l'appelle plan dual; Si P désigne le plan, on note son dual P*.

* Faisceaux de droites

Une droite du plan dual admet une équation de la forme :
au+bv+cw=0,
ou 4, b et ¢ sont des scalaires non tous nuls. On les interpréte comme suit :

«  la droite d, d’équation uX+vY +wZ =0, appartient a A si, et seulement
si, au+bv+cw=0.

»  Cette derniere condition se traduit : d passe par le point de coordonnées
homogenes (,b,c). Ce qui nous conduit a poser la définition qui suit.

Définition : on appelle faisceau, 'ensemble des droites d’un plan projectif passant
par un point donné. Ce dernier est appelé le point de base du faisceau.

Convention : il est commode de noter A* le faisceau de droites admettant A pour
point de base.

(3-1) Théoréme : les droites du plan projectif dual P* sont les faisceaux de droites de
P.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre |. Les points a l'infini
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En résumé

On définit de facon explicite :

X
«  tout point M, par ses coordonnées homogenes : [ Y]
Z

. toute droite D, par ses coordonnées homogenes : [ UV W |
La relation “M appartient a D” — synonyme de “D passe par M” - s’exprime :

X
[UVW]{Y]=O
z

Cette expression, peut étre considérée, comme une équation :
. des inconnues X, Y et Z, elle définit alors une droite,
. des inconnues U, V et W, elle définit alors définit un faisceau.

* Principe de dualité

La donnée d’un faisceau de droites est, évidemment, celle de son point de
base. On trouve la, outre une illustration remarquable de l’isomorphisme
canonique qui identifie un espace vectoriel avec son bidual, l’assurance que la
correspondance entre droites et points est involutive. En conséquence :

 toute propriété démontrée pour P s'applique a P*.

Pour cela, il suffit d’échanger les roles des points et des droites comme suit :

B P
point droite
droite faisceau - i.e. point de base

point commun a deux droites
droite passant par deux points
points alignés

droites concourantes

droite passant par deux points
point commun a deux droites
droites concourantes

points alignés

Université de Nantes — C.T.E.U.
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§4. Plan projectif et plans affines

Le plan projectif P étant rapporté a un certain repere, tout point est affecté
d’un systéme de coordonnées homogenes. Etant donnée une droite de P, on en
choisit deux points A et B de coordonnées homogenes

A:ep=(Xo,Y0,Zo) et B:e1=(X1,Y1,2Z7).

Comme A et B sont distincts, ¢g et e; sont deux vecteurs linéairement indépendants
de R3. On les complete pour former une base (eg,e1,e2) R3. Dans ces conditions,
Relativement a celle-ci, le point courant M de E se voit affecter les coordonnées
homogenes (X’,Y’,Z’). 1l est immédiat que d admet pour équation Z’'=0.
Considérons l'ensemble &=P-d, il est formé des points tels que Z#0. C’est donc
I'ensemble des points de P admettant (x’,y’,1) pour coordonnées homogenes. Il
s’identifie de fagon naturelle au plan affine de R3, d’équation Z=1, dont la direction
est le plan vectoriel esp(eg,e1). Ce qui confére a A une structure de plan affine. En
outre, il est immédiat que P est le complété projectif de A et que D en est la droite de
I'infini.

(4-1) Théoreme : pour toute droite d de P, &=P-d est un plan affine dont d est la
droite de l'infini.

Exemple : désormais, le quadrilatere ABCD, de la figure
ci-contre, peut étre considéré comme un parallélo-
gramme.

Remarque : ceci dit on a, évidemment, perdu la métrique
usuelle et il conviendra de disposer d’une traduction
adaptée de la propriété caractéristique, qui s’énongait
initialement :

“les diagonales AC et BD ont le méme milieu”.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre I. Les points a I'infini
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Chapitre II. Géométrie projective des droites

§ 5. Le birapport — version affine

* Les perspectives affines

Certaines perspectives sont des applications affines. Considérons deux
droites D et D’ d'un méme plan.

\ D)— \ D)—

L .

«  La projection de D sur D’ parallélement a une droite 8, donnée, apparait
comme la perspective dont le centre est le point a l'infini de 8. Dans ce
cas, les points a l'infini de D et D’ se correspondent.

* SiD et D’ sont paralleles la perpective coincide alors avec ’homothétie
de centre O ou la translation qui transforme D en D’. Dans ce cas, aussi,

les points a l'infini de D et D’ se correspondent.
Dans les ceux cas il y a conservation des points a l'infini.

Ceci vaut mutatis mutandi pour les projections parallelement a une droite
entre deux plans et pour toute perpective entre deux plans paralléles.

Notons que chacune de ces applications se caractérise par la conservation
l'alignement des points et la conservation des rapports de la forme :
_MA
" BA
Autrement dit, si A et B sont deux points distincts dont les images sont A’ et B’,
I'abscisse de tout point M de (AB), relative au repeére affine (A, B) est aussi l’abscisse
de son image M’, relative a (A’,B’). On pourrait aussi bien exprimer ceci en
remplagant I’abscisse par le rapport :

X

MA

MB’
qui, s'il est défini, caractérise les coordonnées barycentriques relatives au repere
(A,B).

Il est essentiel de disposer d'un invariant analogue pour les perspectives et,
plus généralement, pour toute application obtenue par composition de perpectives
entre des droites du plan ou de l'espace. Cet invariant s’impose pratiquement de lui
méme.




14

* Définition
Quatre droites d’'un méme faisceau (1) sont

coupées par une droite d en quatre points A, B C et D,
provisoirement situés a distance finie, on note C’ et D’
les points ot la paralléle a (OA) qui passe par B coupe
(OC) et (OD). En considérant des triangles homothé-
tiques, il est immédiat que :

CA OA DA OA

CB-CB ' DB DB
On en déduit que:

CA DA_DFE
CB'DB CB’
Or, ce nombre est indépendant de B et de la direction de d, il reste donc invariant si
I'on remplace A, B, C et D par leurs images par une perspective quelconque de

centre O. C’est l'invariant espéré.

Définition : on appelle birapport de quatre points distincts A, B, C et D, d’une méme
droite affine d, et I’on note [A,B,C, D], le nombre suivant :
CA DA
[A,B,C,D ~CB DB
(5-1) Théoreme : toute perspective entre droites conserve le birapport (2).

Remarque : on notera que sur les droites paralléles a (OA), A est le point a l'infni de
d, 'expresion précédente devient :
DB
[wd’B’C’D]_(TB'

On retrouve ainsi I'abscisse de D, relativement au repeére (B, C).

* Birapport de quatre droites d’un faisceau

Etant données quatre droites dy, da, d3, d4 d'un faisceau de point de base O,
toute droite ne passant pas par O les rencontre aux points A, B, C, D. Ce qui précéde
montre que le birapport [A,B,C,D] est indépendant de d, Il est donc légitime de
poser la définition suivante.

Définition : on appelle birapport de quatre droites concourantes le birapport de leurs
points communs avec une méme droite ne passant par par leur point commun.

Désormais, cette condition remplace avantageusement la formule “ concourantes ou paralleles “
Pour autant qu'il soit défini, est sous-entendu car cette restricition n’est que tres provisoire.

Université de Nantes — C.T.E.U.
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* Paramétrage projectif d’une droite

Considérons une droite d on en choisit trois points distincts A, B et C on
note son point courant M. Soit 4, b, ¢ et x les abscisses respectives de ces points
relativement a un repere affine donné de d. On a:

P Sl
[A,B,C M]=—5: —

<

L’application :

-
=
1
a|a
I,I

)
=R |=R
Ill
SRS

est une fonction homographique :

e  C’est une une bijection de R—{a} sur R- {E_;Z},
« elle vérifie f(b)=0, f(c)=1.

. c—a .
. J611_)mimf(x) == lxl_x)nuf(x) =+c0 OU —o selon les cas.

On dispose ainsi d’un paramétrage de la droite projective si 'on convient
d’associer :

» le point a au symbole oo
. c—a
*  le point «; au nombre ;= .
Le birapport [A,B,C,M] va jouer, en géométrie projective, un rdle analogue
a celui de l'abscisse définie pour un repere affine. Mieux, si l'on se reporte a la
remarque de la page précédente, on constatera c’est ’abscisse pour le repere affine
(B,C) si A est le point a l'infini de d (1).

C’est 1a une idée essentielle. La géométrie projective ne remplace pas la géométrie affine, elle I'enrichit. En
banalisant le statut des points a I'infini, elle autorise leur échange avec les points ordinaires, exactement
comme sur une image en perspective ou les points de fuite sont la représentation concréte de points qui,
matériellement, n’existent pas.
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§ 6. La droite projective réelle standard et ses homographies

Les considérations qui précédent nous conduisent a modifier le statut
classique du symbole . Cette opération ne peut se concevoir sans quelques
précautions élémentaires.

Les fonctions homographiques sont depuis longtemps familiéres. On les
définit par les relations de la forme:
ox+p
Yx+ 98
ol o, B, y et & sont quatre nombres réels tels que ad—-By#0 (1). Du point de vue

5.2 . ; : [ ; G S o ;
élémentaire, si y#0, on doit exclure —; du domaine de définition et ; de I'image. On
leve ces restricitions en complétant le corps des nombres réels par un élément qu’on

X —

note naturellement «. On pose R =R U {e}. La topologie de cet ensemble est définie
en complétant celle de R, par les voisinages de l'infini qui sont les complémentaires
des fermés de R (2). Dans ces conditions, la fonction homographique considérée
s’étend par continuité a ’homéomorphisme f, de R, tel que :

. siy#0:

fo)=5t sixeR-[-3)

S o
f(— ?)zoo et f(oo):V
e siy=0, alors §#0, on peut alors supposer =1 :
flx)=ox+Bsixe R et floo)=00.

=2

Convention : il est commode d’appeler R la droite projective standard. Les
fonctions homographiques, ainsi étendues, en sont les homographies.

L’assertion suivante se justifie sans peine.

(6-1) Théoréme : les homographies de R forment un groupe qu’on note GP(R).

Remarque : il est possible de se dispenser de circonlocutions superflues en retenant
que le symbole o obéit aux regles de calcul suivantes :
1 1
oo = 0’ 0= o’
Vke R ,o+k=00,
Vke R*, oo k=oo.
Sachant que si y#0, on sait mettre une telle expression sous la forme canonique :

ox + a+a8—By 1
== __2‘——.
w+s YTy x+%

Ce qui leve lI'indétermination pour x = eo.

Pourquoi cette restriction ?
Dans la conception classique de 1’analyse on rend R compact en lui adjoignant — et +eo, le résultat et un

espace topologique homéomorphe a [0, 1], appelé la droite achevée. Ici lui on adjoint un seul point : e, le
résultat est un compact homéomorphe a un cercle.
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* Birapport

Définition : on appelle birapport de quatre nombres réels a, b, ¢, d distincts le
nombre

Comme cette expression est une fonction homographique de chacun de ses

arguments, cette définition s’étend & R et au cas ol trois seulement des nombres
sont distincts.

Comme il est évident que les applications suivantes conservent le
birapport :

1
xX—x+h , x—kxsik#0 et X~z

Il est immédiat que toute homographie de R conserve le birapport. La réciproque
est un argument essentiel de la géométrie projective.

(6-2) Théoréme : une bijection de R sur lui méme conserve le birapport si, et
seulement si, c’est une homographie.

Démonstration : soit f une bijection de R, on choisit arbitrairement trois éléments
distincts 4, b et ¢ de R. Si f conserve le birapport, pour tout x appartenant a8 R, on a:

[fta) . f(b) . flc) . fix)]=la,b,c,x]
Si x est différent de a, b et ¢, on a donc:
fl©)~fa) fix)~fla) c-a x-a
fle)=fb)  Fx)—fb) Sc=b  x=b
Cette expression se résout par rapport a f(x) et donne l’expression d’une

homographie, bien définie, de R. Cette application conservant le birapport, elle,
convient. <

La démonstration précédente nous livre, en prime, la propriété qui suit. Elle
est fondamentale.

(6-3) Théoreme : pour tous triplets (a,b,c) et (a’,b’,c’), formés d’éléments distincts
de R, il existe une homographie, et une seule, qui transforme :

aena ,benb” et cenc'.
(6-4) Proposition : (a,b,c) étant trois éléments distincts de R, I’homographie f telle

que:
fla)=e, fib)=0, flo)=1,

fx)=la,b,c,x]

Démonstration : on présente f au moyen de coefficients indéterminés :
ox +

x - flx)= v +§ .
Siab et c sont trois nombres réels, les trois conditions f(a)=co, f(b)=0etflc)=1 se
traduisent respectivement :

1a+6=0 , ab+P=0 et ac+B=yc+3.

En reportant les deux premiéres dans la troisiéme, il vient :

o(c-b)=y(c-a).

s’exprime :
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Comme c-b et c—a ne sont pas nuls I’annulation de a ou de y entrainerait a=y=0
et donc ad—Py=0, ce qui est exclu. On peut donc procéder au calcul suivant :
ax+B o **to c-a b
f(x)_yx+8_Y' 0" ¢~ a
Y
On obtient ainsi l'expression attendue :
c—a x-a
W 2ne . i Y <
f(x) C_b'x_b/ [alblclx]'

x-b c-a x-a
‘x—-a c-b x-b-

=

X+

* Permutation des arguments d'un birapport

En permutant quatre points donnés, 1'expression de leur birapport prend
4!=24 formes différentes. On montre que celui-ci prend, sauf exception, six valeurs
distinctes (1). Du point de vue pratique il suffit de retenir ce qui suit, aprés en avoir
vérifié le bien fondé.

(6-5) Régles : étant donnés quatre nombres distincts 4, b, c et d :
l)ona:
1
[b,a,c,d]= [a,b,d,C]=m ,

la,c,b,d]=[d,b,c,a]l=1- [a,b,c,d];
2) si 'on échange ces points deux a deux, leur birapport reste inchangé.

Traité en exercice, mais un peu plus tard quand on disposera du formalisme adéquat
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§7. Repere projectif

(7-1) Lemme : on considere une droite d, munie d’un repere affine arbitraire. Soit A,
B, C trois points de d, donnés, distincts, on note a, b, ¢ leurs abscisses respectives.
Soit M le point courant de d, on note £ son abscisse.

Le birapport [a,b,c,£] est indépendant du repere choisi.

Démonstration : soit £’ 1’abscisse relative a un autre repeére affine de d, comme & et &’
sont liées par une relation de la forme:
E=af'+p.
notant a’, b’, ¢’ les nouvelles abscisses de A, B, C, il est immédiat que :
[a,b,¢,&l=[a,b,c,E]. -
Convention : il est alors légitime de noter :
[A,B,C,M]=]a,b,c,E].
et naturel de poser la définition qui suit.
Définition : on appelle repére projectif de d, la donnée d’un triplet (A,B,C) de
points distincts. Le birapport :
x=[A,B,C,M]
est alors appelé l'abscisse projective de M relativement a celui-ci.

Remarque : on retiendra que les sommets du repére ont pour abscisse respectives :
A:o,B:0et C:1.

* Changement de repére projectif

(7-2) Lemme : une droite d étant rapportée a un repere projectif donné, on note M
son point courant et x l’abscisse projective de celui-ci. On considére trois points
distincts A, B et C, d’abscisses projectives respectives a, b et c. Soit x’ 1’abscisse
projective de M relativement au repere (A,B,C), la formule de passage :

x=f(x")
s’exprime par 'homographie, de R, telle que :

fla)=oo , fib)=0 et flc)=1.

Démonstration : découle immédiatement de la proposition 6-4. <
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§ 8. Homographies entre droites projectives
Définition : une application entre droites projectives est appelée homographie si
elle conserve le birapport.

En d’autres termes, I'application f: d——d’ est une homographie si, pour
tous points M, N,Pet Qded,ona:

[fM),AN),f(P),(Q)]=[M,N,P,Q].
Remargque : toute perspective entre droites est une homographie.

(8-1) Proposition : tout paramétrage d'une droite par 1'abscisse projective relative a
un repere est une homographie entre celle-ci et la droite projective standard.

Démonstration : au départ le birapport de quatre points s’évaluait par le birapport
des abscisses relativement a un repére affine arbitraire. Les formules de passage

étant des homographies de R, ce nombre est indépendant du repére choisi. <
Tirons quelque conséquences immédiates de la définition
(8-2) Proposition : la composition d’homographies donne une homographie

(8-3) Proposition : toute homographie est bijective et son application réciproque est
une homographie.

Démonstration : étant données deux droites d et d’, on note M et M’ leurs points
courants respectifs, x et x” leurs abscisses relativement a deux repéres arbitrairement
choisis. Nous savons que les deux bijection suivantes :

g:d— R et ¢:d— R

M - «x L L of
sont des homographies. Si f est une homographie de d dans d’, 1’application :
h=g"ofog™1

est une homographie de R. Il s’ensuit que f=g¢-1ohog est une bijection. Le fait que
f1 soit une homographie découle de la définition <

Il est alors évident que
(8-4) Corollaire : les homographies d'une droite sur elle-méme forment un groupe.

Définition : étant donnée une droite d, on appelle 'ensemble de ses homographies
son groupe projectif. On le note GP(d).

(8-5) Théoréme fondamental : étant donnés deux droites d et d’, trois points distincts
A, B, C de d et trois points distincts A’, B’, C’ de d’, il existe une homographie, et une
seule, qui transforme :

AenA’,BenB etCenC.

Démonstration : I'hypothése posée nous autorise a rapporter respectivement d et d’

aux reperes (A,B,C) et (A’,B’,C’). Soit f une application de d dans d’, si elle

conserve le birapport, pour tout point M de d, son image M’, par f, vérifie :
[A’,B,C",M']=[A,B,C,M].

Réciproquement, il est évident que cette relation définit une application qui

conserve le birapport. <
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* Principe d'incidence

En rapprochant la définition des homographies de celle du birapport de
quatre droites, il est naturel de poser le principe qui suit.

(8-6) Principe : étant donné un faisceau de droites A* et une droite §, ne passant pas
pas son point de base, I'application qui, a tout ploint de 8, M associe la droite (AM)
est une homographie.

Il n’est pas indispensable d’attendre d’avoir justifié cette propriété dans les
formes (cf. §20) pour l'appliquer.
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§9. Premieres applications

(9-1) Théoreme : on considere deux droites distintes d et d’ d’'un méme plan
projectif, soit A leur point commun. Toute homographie entre D et D’ qui
transforme A en lui méme est une perspective.

Démonstration : on choisit deux points B et C de d,
distincts et différents de A, soit f 1’homographie
considérée, on note B’ =f(B) et C'=f(C). comme f est
bijective, A, B’ et C’ sont des points distincts de D. Soit
O le point commun aux droites (BB’) et (CC’), g la
perspective de centre O de D sur D’, c’est une
homographie telle que g(A)=A, on a donc:
2(A)=f(A) , g(B)=f(B) et g(C)=f(C)

Il découle du théoreme fondamental que f et la
perpective g coincident. <

* Axe d'une homographie

(9-2) Théoréme : étant données deux droites distinctes d et d” d’un méme plan, pour
toute homographie f de d sur d’, il existe une droite A telle que si M et N sont deux
points quelconques de d et M’ et N’ leurs images par f, les droites (MN’) et (NM’) se
coupent sur sur A. Cette droite passe par l'image et l'image inverse du point
commun a d etde d’.

Définition : la droite en question est naturellement appelée axe de 1’homographie.

Démonstration : notons A le point commun a d et d’ et considérons une
homographie f de d sur d’. Commencons par traiter le cas le plus général, ot f nest
pas une perspective. Soit I et ] 'image réciproque et 'image de A, il résulte du
théoreme précédent que ces deux points sont différents de A. Ainsi, la droite (I]) est
distincte de d et de d’, on la note A. On choisit un point B de d, distinct de I et de A,
soit B’ son image par f et B; le point de rencontre des droites A et (BB’).
La perpective mn, de centre B’, de d sur A

M_(@~
transforme :
I,A,Benl,]J, B i 2
La perpective 7/, de centre B, de A sur d’ B @) -

transforme : =1 J NA\
PN T @ -

I,J,BienA,]J, B.
Comme f n’est pas une perpective I, A, B est un repére de d. Comme nt'oT et f
coincident sur ces points, on a :
f=n"om.
Considérons maintenant un point quelconque M de d, soit M’ son image par f et H
le point de rencontre de (BM’) et de A. Nous savons que :
M’ =f(M) =n’ on(M) = ’(H).
Ce qui montre que M’ est aligné avec B et H et prouve que (BM’) et (MB’) se coupent

sur A. Le choix de B restant arbitraire, cette propriété est vérifiée pour tous points M
et N ded.
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Si f est une perspective, on choisit
deux points B et C de d, distincts et
différents de A, Soit B’ et C’ leur images
par f. On note H le point commun a (BC’)
et (CB’), soit A la droite (AH). On procede
alors comme dans le cas général (1). <

Remarque : on a démontré, en passant, que
toute homographie entre deux droites
distinctes est le produit de deux
perspectives.

(9-3) Théoreme de Pappus:si les sommets d’un hexagone sont alternativement
situés sur deux droites, les c6tés opposés se coupent en trois points alignés.

Démonstration : on considere un hexagone
AB’'CA’BC’ dont les sommets A, B, C d’un
coté, A’, B’, C’ de l'autre sont alignés sur deux
droites d et d’. Les trois points en question
sont alignés sur 1'axe de I’homographie qui
transforme respectivement :
A,BetCen A" ,BetC. <

(9-4) Théoréme de Desargues.

On considére deux triangles ABC
et A’B’C’ d’un plan projectif, tels que les
points suivants soient bien définis :

A”=BCnB'C' , B"=CANC'A’ et
C”"=ABnA'B".
Si les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont
concourantes alors les points A”, B” et C”
sont alignés.

Démonstration : on définit les points J, K
et L conformément au schéma ci-contre.
La perpective =, de centre C, de (A’C’) sur
(AA’) transforme respectivement :
A", C ,B"etLenA” ,O0, Aet]
La perspective n’, de centre B, de (AA’) sur (A’B’) transforme :
A”,O,Aet]Jen A" ,B ,C” et K.

L’homographie n’on laisse A’ invariant, c’est une perspective. Les droites (B'C’),
(B”C”) et (LK) concourent en son centre. Or (LK) est aussi la droite (BC). Ce qui
montre que les points A”, B” et C” sont bien alignés.

Cette démonstration ne vaut que si A’ n’appartient pas a (BC). Comme les
sommets A, B, C, A’, B’ et C’ jouent des roles symétriques, si l'on avait A’e (BC),

B’e (CA) etc ... tous les points seraient alignés et A”, B” et C” ne seraient pas définis.
<

Nous laissons la suite a titre d’exercice car nous retrouverons cette propriété notablement précisée un peu
plus loin. (cf. 10-7).
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Le recours a la dualité permettrait de déduire une foule de propriétés de
celles qui précedent. Avant de se lancer dans dans cette voie, il convient de
s’accoutumer a la sentation de vertige qu’on éprouve parfois en regardant les points
comme des droites et inversement. De ce point de vue, le théoréme de Desargues
constitue un premier pas, a la fois rassurant et spectaculaire.

Appliquons ce résultat au plan dual, les deux triangles ABC et A’B’C’, sont
alors donnés par leurs c6tés, notons les abc et a’b’c’, en respectant les conventions
usuelles d’opposition entre sommets et cotés des triangles.

Aux droites AA’, BB’, CC’, corres-
pondent les points :

A”=arna’ , B"=bnb" , C"=cnc’
Aux points A”, B”, C”, correspondent les
droites :

a”=(AA") , b"=(BB’) , ¢"=(CC’)
Dans ces conditions, le théoreme de
Desargues se traduit comme suit :
« hypothese : A”, B” et C” sont alignés,
e conclusion : a”, b”, ¢” sont concourantes.
Appliqué au dual il démontre sa propre
réciproque !

On retient facilement 1'énoncé qui en découle en le formulant comme suit.

(9-5) Théoréme de Desargues (bis)
Deux triangles du plan projectif sont en perspective d’un point (1) si, et
seulement si, ils sont en perspective d'une droite (2).

Les droites joignant les sommets homologues sont courantes.
Les points d’intersection des c6tés homologues sont alignés.
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§10. Divisions harmoniques - faisceaux harmoniques
* Définition

(10-1) Proposition : étant donnés quatre scalaires distincts a,b,cetd,ily a
équivalence entre les trois relations suivantes :

(1) [a,b,c,d]=-1
(2) (@a=c)(b-d)+(a-d)(b-c)=0
3) (a+b)(c+d)=2(ab+cd)

Démonstration : I'équivalence (1) & (2) découle immédiatement de 1’expression du
birapport (cf. §6). En développant la relations (2), puis en séparant les termes
précédés du signe plus de ceux précédés du signe moins, on obtient (3). <

(10-2) Corollaire : si [a,b,c,d]=-1,0on a:
-1=[a,b,c,dl=[b,a,c,d]=[a,b,d,c]l=[c,d,a,b].

Démonstration : ces égalités découlent des symétries de I'expression
(a-c)(b-d)+ (a-d)(b-c)
intervenant dans la proposition précédente. <

Remarque : dans la définition qui suit, on tient compte du fait que les égalités (2) et
(3) restent vérifiées si trois des nombres en question sont égaux. Ce qui n’est,
initialement qu'une convention sera légitimé par 1'usage.

Définition : on dit que quatre points distincts d’'une méme droite projective forment
une divison harmonique si leur birapport est égal a —1 ou si trois d’entre eux sont
confondus. En remplagant les points alignés par des droites concourantes on définit
les faisceaux harmoniques.

Regle d"usage : compte-tenu du corollaire précédent, le fait que quatre points alignés
A, B, C et D forment une division harmonique s’exprime aussi bien sous I'une des
formes suivantes :

« D est le conjugué harmonique de C par rapport a A et B,

«  Cest le conjugué harmonique de D par rapport a A et B,

« Cet D sont conjuguées harmoniques par rapport a A et B,

* A et B sont conjuguées harmoniques par rapport a C et D,

* Interprétation affine

(10-3) Proposition : étant donnés quatre points distincts A, B, C, D, d’une droite
affine A, les conditions suivantes sont équivalentes :

(4) A, B, C et D forment une division harmonique,
®) =0
CB DB’
(6) IA2=1B2=IC.ID, (I est le milieu de AB)
. 2 1 1
@) AB AC'AD
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Démonstration : désignant par a, b, ¢, d les abscisses des points relativement a un
repere affine quelconque de la droite donnée, la relation (4) exprime (1), (5) traduit
(2). En prenant pour origine, Ie milieu I de AB, puis A, la relation (3) donne
successivement (6) et (7). <

(10-4) Proposition : étant donné deux points A et B d’une droite A, le conjugué
harmonique du point a l'infini de e,, par rapport a A et B est le milieu de AB.

Démonstration : ceci découle de la définition de :
[oolMIAIB]=_1' |

(10-5) Proposition : dans le plan, on considere trois droites concourantes d, d’ et A.
« Sidetd sont perpendiculaires, la droite conjuguée harmonique de A
par rapport a d et d’ est sa symétrique par rapport a d (et aussi d’).
«  Si A est une bissectrice de d et d’, la droite conjuguée harmonique de A
par rapport a d et d’ est la seconde bissectrice.

Démonstration : il suffit de couper ces droites par une paralléle a d ou d’ dans le
premier cas, par une perpendiculaire a A dans le second, la conclusion découle de la
propriété du milieu (cf. 10-4). <

* Polaire d"un point par rapport a deux droites.

(10-6) Proposition : étant données deux droites d et d’, un point A, autre que leur
point commun noté O, soit A une droite quelconque passant par A, elle coupe d et d’
en M et M'. Le lieu géométrique des conjuguées harmoniques de A par rapport a M
et M’ est la droite conjuguée harmonique de (OA) par rapport a d et d’.

Démonstration : notons A’ l’ensemble décrit par
I’énoncé, soit N un point de A’, comme N est le
conjugué harmonique de A par rapport a M et M’,
nous savons que la droite (ON) est conjuguée
harmonique de (OA) par rapport a d et d’. De plus, il Vg
est clair que tout point de cette droite appartient a A". , ~
La conclusion en découle. < 7

Définition : cette droite est appelée la polaire de A par
rapporta DetD’.

Remarque : si le point A n’appartient ni a d ni a d’, sa polaire par rapport d et d’ est
’axe de la perspective de d sur d’ dont il est le centre.
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* Quadrilatére complet et quadrangle

Quatre droites telles que trois d’entre elles ne soient jamais concourantes
forment ce qu’on appelle un quadrilatére complet dont elles sont les cétés. Elles se
coupent en six points qu’on appelle les sommets. Deux sommets sont dit opposés.
s’ils ne sont pas adjacents a un méme co6té. Les droites joignant deux sommets
opposés sont appelées les diagonales. Elles sont au nombre de trois.

Un quadrangle est la version duale du quadrilatére complet, Il est donné par
ses quatre sommets qui sont joints par six cités, deux a deux opposés et se recoupent

en trois points diagonaux.

Remarque : dans la pratique, il est commode de regarder :
*  un quadriltére complet comme un triangle et une transversale,
* un quadrangle comme un triangle et les céviennes d'un point.

(10-7) Proposition : deux cotés d'un quadrilatére complet, la diagonale passant par
leur sommet commun et la droite qui joint ce point a l'intersection des deux autres
diagonales forment un faisceau harmonique.

Démonstration : considérons le quadrilatére
complet, schématisé ci-contre. On désigne par M
et N, les conjugués harmoniques de A’ par
rapport a B et C d'un c6té B’ et C’ de 'autre. La
droite (MN) apparait ainsi comme la polaire de
A’ par rapport aux droites (AB) et (AC) et par
rapport a (BB’) et (CC’). Il s’ensuit que cette droite
passe par A et le point d’intersection de (BB’) et
(CC’). Ce qui montre que les deux cotés (AB) et
(AC), la diagonale (AA’) forment avec la droite
joignant A a l'intersection des diagonales (BB’) et
(CC’) un faisceau harmonique. <

Remarque : cette propriété fournit un moyen simple et commode de caractériser et
de construire des divisions harmoniques. Il existe une infinité de facons de
I"énoncer.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre Il. Géométrie projective des droites
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§ 11. Points fixes des homographies

Une droite étant rapportée a une certain repére, il est immédiat que toute
relation de la forme:
axx’ +bx+cx'+d=0
définit une homographie, sous la seule réserve que ad—bc#0. On en déduit que les
points invariants sont définis comme suit :
«  Sia=0, leurs abscisses sont les solutions de I’équation du second degré :
ax2+ (b+c)x+d=0.
« Sia=0 etb+c#0, on a une application affine, les points invariants ont
pour abscisse :
d
=etpic
« Sia=b+c=0, le premier sommet du repére est alors 'unique point
invariant.

Ces considérations se résument comme suit.

(11-1) Proposition : toute homographie d'une droite réelle admet au plus deux
points fixes.

(11-2) Proposition : si une homographie f, d’une droite réelle, admet deux points
fixes, A et B, il existe un scalaire k, non nul, tel que :
VMeD [A,B,M, f(M)] =k.

Démonstration : on choisi un repére dont les deux premiers points sont A et B. Il
découle immédiatement des considérations de la section 7 que f est alors décrite par
I'application x - kx, ou k est un scalaire non nul. Dans ces conditions, pour tout
point M, on a:

[A,B,M,f(M)]:[oo,O,x,kx]=%=k. <

(11-3) Proposition : si une homographie f, d’une droite, admet un seul point fixe A,
dans tout repere ou ce point est affecté de 1’abscisse o, elle s’exprime :
X—x+h.

Démonstration : on choisit un repere (A,B,C), on se reporte toujours a la section 7,
la relation cherchée est de la forme x —ax+b. Si 'on avait a#1, il existerait un

; : . b 2 £ £ si2 .
second point fixe d'abscisse 7_;, on a écarté cette éventualité . Il s’ensuit que a=1. Ce
qui donne bien la forme annoncée. <

Remarque : si f admet un seul point fixe, f s’exprime :
X X+nh,
pour tout entier n. Ce qui montre, en particulier, que f est d’ordre infini dans GP(D).

Vocabulaire : il est commode de différencier les homographies admettant deux, un
ou zéro points fixes en les qualifiant, dans 1’ordre :
d’hyperboliques , paraboliques ou d’elliptiques (1).

Par référence au nombre de points 2 I'infini de chacune de ces coniques.
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§ 12. Involutions (1)

(12-1) Théoréme : si une homographie f, d'une droite d, est involutive, ou bien elle
est sans point fixe, ou bien elle admet deux points fixes, A et B, et alors, pour tout
point Mded, ona:

[A,B,M,f(M)]=-1.

Démonstration : la remarque qui suit la proposition 11-3, justifie le début de
I’énoncé. S'il existe deux points fixes A et B, il existe un scalaire k tel que :
vYMeD, [A,B,M, f(M)]=k.
Pour un point quelconque M et son image M’, on aura donc :
1
k=[A,B,M,M']=[A,B,M" M]=1.

Si k=1, f est I'application identique, sinon on a bien k=-1. <

(12-2) Corollaire : toute involution, hyperbolique est la conjugaison harmonique
par rapport a deux points.

Remarque : on a la une justification de la convention qui conduit a considérer
comme une division harmonique un point et trois points qui se confondent.

La propriété qui suit est remarquable.

(12-3) Proposition : pour qu'une homographie d’une droite projective soit une
involution, il suffit qu’elle en échange deux points distincts.

Démonstration : soit f une homographie d’une droite donnée et un point A tel que
fl(A)=A"et f(A’)=A, on considere un point M, distinct de A et de A’. on note :
M’ =f(M) et M” =f(M’).

Ona:

[A,A", M’ M]=[A",A,M" M]=[A,A" M’ ,M"].
La premiere égalité résulte de la conservation du birapport et la seconde de
I’échange des points deux a deux. Comme M est différent de A et A’, M’ est aussi
différent de ces deux points. On en déduit que M” =M et ceci quel que soit M. <

(12-4) Proposition : toute homographie d’une droite est soit une involution, soit le
produit de deux involutions.

Démonstration : soit f une homographie d’une droite D, autre que l’application
identique, on choisit un point A, tel que A’=f(A)# A, on note A” =f(A’). Alors, soit
A” =A, f est alors une involution (cf. 12-3), soit (A, A’,A”) est un repere projectif.
On se places dans ce cas.
Soit g I'involution de D qui :

échange A avec A” et laisse A’ invariant,
ona:

fog(A)=fA)=A" et fog(A”)=f(A)=A’,
ce qui montre que fog est une involution. La conclusion est immédiate. <

De facon générale on appelle involution toute transformation, autre que 'application identique, qui
coincide avec son inverse.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre 1. Géométrie projective des droites
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* Théoréme d’involution de Desargues

Il est plaisant de conclure ce chapitre sur un beau résultat en regrettant de ne
pas pouvoir en dévoiler, dans ce cadre, toute la substance.

(12-5) Théoréme : les cOtés opposés d'un quadrangle déterminent sur une droite ne
passant par aucun de ses sommets, trois paires de points échangés par une méme
involution.

Démonstration : on considére un quadrangle ABCD. Une droite d, ne passant par
aucun de ses sommets, en coupe les c6tés opposés :
(AB)et (CD)enPetP’ , (AD)et (BC)enQetQ’ , (AC)et (BD)enRetR'.
On note I le point commun a (AC) et (BD). Les
perspectives suivantes :
. de centre A de d sur (BD),
. de centre C de (AC) sur d,
transforment :
P,Q R R enB,D, LR puisenQ’, P, R, R
On en déduit que:
[P,Q,R,R]=[Q,P’',R,R]
L’échange des deux premiers arguments et des 75
deux derniers ne modifiant pas la valeur d’un
birapport, on a:

O—=7TF P\ Q0 ~<

[P/QIR/R’]=[P,IQ’IR,IR]‘

Comme d ne passe par aucun sommet, les points P, Q, R sont distincts, ils
forment un repere projectif de d, de méme que P’, Q" et R’. L’égalité ci-dessus
montre que I’homographie qui transforme P, Q, R en P, Q" et R’, échange R et R’. Il
s’agit donc d’une involution. <

(12-6) Corollaire : étant donné un triangle ABC et une droite d qui coupe (BC) en P,
(CA) en B et (AB) en R, si P/, Q' et R’ sont trois points de d, les droites (AP’), (BQ’) et
(CR’) sont concourantes si, et seulement si, il existe une involution qui échange P
avec P, Q avec Q' et R avec R’.

Démonstration : si (AP’), (BQ’) et (CR’) concourent en D, 'involution de Desargues
du quadrangle ABCD est celle annoncée.

Réciproquement, soit D le point commun a (AP’) et (BQ’), I'involution de
Desargues du quandrangle ABCD, échange P avec P’ et Q avec Q'. Elle coincide donc
avec l'involution donnée. Ce qui entraine que (CR’) passe par D. <
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Chapitre III. Les espaces projectifs

§13. Définitions

* Le plan projectif standard

Les systemes de coordonnées homogeénes sont les classes d’équivalence de
R3-{0,0,0}, pour la relation :
X,Y",Z2)=(X,Y,Z) & 3re R-{0} (X', Y’,Z)=MX,Y, 2Z).
Voila une fagon commode et élégante de présenter les coordonnées homogenes. On
pourrait continuer dans cette voie. Cependant, il est plus indiqué de développer les
considérations théoriques sur un modele anonyme pour deux raisons, au moins :

«  l'objectif est de définir un cadre ou les points a l'infini ne soient plus
distingués en tant que tels, il est donc peu indiqué de voir, au départ la
derniére coordonnée jouer un réle spécifique ;

« il est commode de disposer d’un cadre doté des propriétés communes
aux droites, aux plans, a 'espace, ...

* Définition

Soit K un corps qui, dans la pratique, sera celui des nombres réels et
exceptionnellement celui des nombres complexes, on considére un espace vectoriel
E de dimension finie, sur K. Il est immédiat que la relation suivante :

x~y & e K-{0}, y=2Ax.
est une équivalence sur E-{0}.

Définition : on appelle espace projectif de E, et 'on note p(E), ’ensemble quotient
de E*/~. Si E est de dimension n+1 (1), on dit que la dimension de p(E) est n.

Conventions : les éléments de p(E) sont appelés points. Si x est un vecteur non nul
de E, on note p(x) le point défini par x et I'on dira que x en est un représentant.

Remarque : au départ, insistons lourdement sur le fait que :

p(x)={Ax|re K*}.
La convention sur les dimensions est naturelle dans la mesure ol c’est une droite
vectorielle de E qui s’identifie & un point de p(E). Ce point de vue prend bien en
compte le plan complété de sa droite de l'infini, appréhendé au moyen des
coordonnées homogenes. Dans ce cas, on a E=R3 et la classe p(X,Y,Z) décrit un
point unique, situé a distance finie ou a l'infini.

Définition : une partie Q de p(E) est appellée un sous-espace projectif s'il existe un
sous-espace vectoriel F de E, tel que Q=p(F).

Une partie une partie X de l’espace projectif P=p(E) étant donnée, on
considere une famille (xyp)mex, de représentants des points de X, abitrairement
choisis. Il est évident que le sous-espace vectoriel F= esp((xm)Mex) est indépendant
du choix des représentants xy. Il est donc bien défini par la donnée de X.

1 Le cas oit dim E = 0 est exclu, par définition.
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Définition : dans les conditions ci-dessus, on dit que X engendre p(F).

Vocabulaire : on utilise les termes de droite et plan pour désigner les espaces
projectifs de dimension 1 et 2, d’hyperplan pour désigner les sous-espaces de
dimension n-1 d’un espace de dimension n.

Remargque : tout ceci reste naturel. En effet :

+ la donnée de deux points A et B correspond a celle de deux vecteurs a et

b, tels que:
A=p(a) et B=p(b),

si A et B sont distincts, ces deux vecteurs sont indépendants, la droite
engendrée par A et B est I'espace projectif du plan vectoriel Ka+Kb ;

e  la donnée de trois points A, B et C correspond a celle de trois vecteurs g,
betc, tels que:

A=p(a) , B=p(b) et C=p(c),

si les trois points ne sont pas alignés, c’est que les trois vecteurs sont
linéairement indépendants, le plan engendré par par ces trois points est
'espace projectif de 1’espace vectoriel de dimension 3 : Ka® Kb @ Kc.

(13-1) Proposition : l'intersection d’une famille de sous-espaces projectifs est un
sous-espace projectif.

Plus précisément, si (Q;)ic1 est une famille de sous-espaces projectifs de
P =p(E), telles que pour tout i appartenant a I, on ait Q;=p(F;), alors :

N Qi=p(NFy.).
iel iel

Démonstration : on pose
Q=NQ; et F=NF.
iel iel

Par définition, on a:
MeQ & Viel, Ix;e F; , M=p(x;).
Désignant par x, un vecteur arbitraire de E, tel que M=p(x), cette équivalence
devient :
MeQ & Viel , 3x;e F; , I e K, X =Aix;.
On en déduit que M appartient a Q si, et seulement si, x appartient a F. <

(13-2) Proposition : étant donnés deux sous-espaces projectifs Q et R d’'un méme
espace projectif P, soit S le sous-espace engendré par QUR dans P.On a:
dimS=dim Q+dimR-dim(QnNR)
Démonstration : soit F et G, tels que Q=p(F) et R=p(F). Il découle de la définition de
S que:
S=p(F+G)
On sait que :
dim(G +F)=dimF + dim G-dim(F N G).
On soustrait 1 de chacune de ces dimensions, on obtient la relation annoncée. <
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§14. Applications projectives — groupe projectif
* Définition générale
Etant donnés deux espaces vectoriels E et F, sur un méme corps K, on
considére une application linéaire ¢ de E dans F. Il est clair que, si x et y sont deux
éléments de E, on a successivement :
p(x)=p(y),
Jie K*, y=Ax,
e K*, o(y)=ho(x),
si p(x)20, plo()] = plo(y)],
On en déduit que ¢ induit I'application suivante :
p(E)-p(Kero) — p(F)
p(x) —  plex)

Définition : une telle application est appelée application projective. On la note p(9).

Exemple : étant donné un espace projectif P=p(E), de dimension 3, on en considére
un plan H=p(F) et un point O=p(w), n"appartenant pas a H. On a:
dimE=4 , dimF=3
et comme O n’appartient pas a H, o n’appartient pas a F. Il s’ensuit que::
dim(F + Kw)>dimE=3.

On en déduit que:

E=FeKo.
Tout vecteur x, de E, s’exprime de fagon unique :

x=u+io ou ueF et Le K.

La projection vectorielle sur F, associée a la somme directe F&Ko, se décrit comme
suit :

E— F

X — m
Elle induit l'application projective :

n:P-{O} — H
M=p(x) — M =p(u)

Comme u=x-2Ao, le point M"=p(u) appartient a la
droite (OM). On reconnait la perspective de centre O,
de P sur H.

Remarque : cet exemple est pratiquement le seul cas intéressant d’application
projective définie par une application linéaire non injective.

(14-1) Proposition :si ¢ est une application linéaire injective de E dans F,
"application projective p(g) est définie et elle est injective.

Démonstration : si Ker¢ =0, p(Ker¢) =9, p(¢) est alors définie sur p(E). La
vérification que cette application est injective est immédiate. En effet, compte-tenu
de l'injectivité de ¢, la condition ¢(y) = Ae(x) équivaut a y=Ax. <

Compléments de géométrie — Chapitre IIl. Le modéle abstrait
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* Homographie

Définition : on appelle homographie toute application projective induite par un
isomorphisme d’espace vectoriel.

Les propriétés qui suivent découlent immédiatement de cette définition.
(14-2) Proposition.

1) Toute homographie est bijective.

2) L'image (respectivement l'image inverse) d'un sous-espace projectif est
un sous-espace projectif de méme dimension.

3) La composition d’homographies donne une homographie. Plus précisé-
ment, on a toujours :

p(yo9)=p(¥)op(e) (1)

4) Toute homographie admet pour inverse une homographie. Plus

précisément, on a toujours :

[p(@)] =p(o7).
* Groupe projectif

(14-3) Lemme : I'ensemble des homographies d’un espace projectif p(E), dans lui
méme, est un groupe, noté GP(E), et I'application :
GL(E) — GP(E)
? = plo)
est un morphisme de groupes dont le noyau est K*Idg.

Démonstration : il découle de la définition qu’on a toujours :
p(woo)=p(y)op(e).

On est donc bien en présence d’'un morphisme qui, par définition est surjectif. On
en déduit que son image, GP(E), est un goupe.

Soit ¢ un élément du noyau, cette condition se traduit :

Vxe E-{0},3re K-{0}, o(x)=Ax.
On choisit une base une base (g, €1, ... ,€,), de E, il existe des scalaires Ag, Ay, ... , A, et
A, tels que::
o(eo) = hoeo, 9(e1) =Aie1, ..., len) =Ayey et @leg+er+... +ey)=Aleg+e1+... +ey)..
La derniere relation s’exprime alors :
7\.060+7\.1€1+ +7\,nen=leo+l€1+ +7»en.

Comme e, ey, ... , €, est une base de E, cette condition entraine que :

M=AM=..=k=\
Il s’ensuit que :
o= )\.IdE.
Ce qui se traduit f=Idp. La réciproque est immédiate. <

1 Sous la seule réserve, évidente que le membre de gauche ait un sens.
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§15. Repere projectif

Définition : soit P un espace projectif de dimension 7, on appelle repére projectif de
P la donnée de n +2 points tels que n+1 quelconques d’entre eux engendrent P.

Exemple : un repere projectif est constitué :
+  pour une droite, de trois points distincts ;
«  pour un plan, de quatre points tels que trois quelconques d’entre eux ne
soient pas alignés ;
*  pour un espace projectif de dimension trois, de cinq points, tels que
quatre quelconques d’entre eux ne soient pas coplanaires.

(15-1) Lemme : pour qu'une homographie de GP(E) soit l’application identique, il
suffit qu’elle laisse invariants les points d’un repére projectif.

Démonstration : étant donnné un espace projectif P=p(E), on en considere n +2
points :

A0=P(80) , A1 =P(el) r wss y Aual =P(en+l)
formant un repére projectif. Comme Ay, A1, ..., A, engendrent P, les n+1 vecteurs
eo, €1, ... , € sont linéairement indépendants, ils forment donc une base de E. Il existe
donc n+1 scalaires ag, ay, ... , ay, tels que :
en+1=4apept+aie1+ ... +ayey.
Comme, de plus, Ans1 n'appartient pas au sous-espace projectif engendré par n
points, choisi parmi les autres, ey+1 n‘appartient 4 aucun des sous-espaces vectoriels
engendrés par n-1 vecteurs choisis parmis e, ey, ... ,e,. On en déduit qu’aucun des
scalaires 4; n’est nul. On peut donc remplacer e; par aje;, pour i=1ai=n, de telle
sorte que, désormais, on ait :
Ag=pleo) , A1=ple1) , Au=p(es) et Apri=pleo+er+... +ens).

Soit f une homographie de P=p(E), il existe une application ¢ de GL(E) telle
que f=p(9). Si Ag, Ay, ... , Ay sont invariants par f, on se retrouve dans la situation
traitée au lemme 14-3. On en conclut que f=1dp. <

* Théoréme fondamental de la géométrie projective

(15-2) Théoreme : étant donnés deux espaces projectifs P = p(E) et Q=p(F), de méme
dimension 7, un repére (Ag, A1, ..., A1) du premier et (Bp,Bq,...,B,+1) du second,
il existe une application projective de P sur Q, et une seule, qui transforme :

Apen By, AjenBy, ..., A, en B, et A,,q en B,,g.

Démonstration : un peu plus haut, nous avons vu qu’il existe :
. une base (eg, €1, ...,¢e,) de E,
* unebase (fy,f1,...,fy) deF,
telles que :
Ao=pleo) , A1=ple1) , Au=plen) et Api=pleo+er+ ... +en1),
Bo=p(fo) , Bi=p(fi) , Bu=p(fn) et Bua=p(fo+fi+...+fns1).
Ainsi, l'application linéaire ¢ qui transforme :
eoenfo, e enfy, ..., e, en fy
est un isomorphisme de E sur F. L’homographie f=p(¢) est telle que :
fiA)=Bo , f(A1)=B1 , (Ax)=By , flAns1)=Bya1.
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36

Considérons deux homographies fet g de P sur Q satisfaisant ces mémes
conditions. La composition de g-1of est une homographie de P, laissant Ay, Ay, ...,
A ;1 invariants. On a donc g-lof =1Idp et ainsi f=g. Ce qui complete la
démonstration. <

* Coordonnées homogénes

Soit P=p(E) un espaces projectif de dimension 7, la donnée d'une base :
(o, €1, s8n)
de E, associe a tout point M=p(x) de P, les coordonnées (Xg,X1,...,X,) de x
relativement a celle-ci. Ces nombres sont, comme x défini a un scalaire
multiplicatif. C'est pourquoi on les appelle coordonnées homogenes.

(15-3) Corollaire : le choix d’un repére projectif et l’affectation arbitraire a ses
sommets des coordonnées homogenes :

Ao BY , 071:050) ) v 100,50 et 8,1, ..5,1)
définit, pour tout point de P, un systeme unique de coordonnées homogeénes.

Démonstration : les coordonnées homogenes sont données par 1'unique homogra-
phie de P sur p(K"*1) qui remplit ces conditions. <

* Equation d"un sous-espace projectif

Soit P=p(E) un espace projectif, la donnée d’un repeére projectif de P définit
une base de E - a un scalaire multiplicatif prés. Considérons un sous espace projectif
Q, de dimension m, de P. Il existe un sous-espace vectoriel F de E, de dimension
m+1 et tel que Q=p(F). Relativement a la base de E, F admet une équation de la
forme :

AX=0
ou A désigne une matrice a n+1 colonnes de rang r=(n+1)—(m+1)=m—-n. Cette
équation étant homogene, est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que
la matrice X soit celle des coordonnées homogenes d'un point de Q = p(F).

* Présentation matricielle des homographies

Soit P=p(E) et Q=p(F) deux espaces projectifs, de méme dimension n,
rapportés, chacun, a un repere projectif donné. On considére une homographie
f=p(¢) de P sur P’. Relativement aux bases associées aux repeéres, ¢ est décrite par la
relation matricielle :

Y=AX.
ou X désigne la matrice des coordonnées du vecteur courant de E, A est une matrice
carrée d’ordre n +1, inversible. Cette relation décrit aussi bien I’homographie f, en
considérant que X est la matrice des coordonnées homogenes du point courant de P
et Y la matrice des coordonnées homogenes de son image par f.
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En résumé

Un repére projectif est constitué :
«  pour une droite, de trois points distincts ;
«  pour un plan, de quatre points tels que trois quelconques d’entre eux ne
soient pas alignés ;
*  pour un espace projectif de dimension trois, de cinq points, tels que
quatre quelconques d’entre eux ne soient pas coplanaires :
L’affectation arbitraire a ses sommets des coordonnées homogenes :
Ap:(1,0,0,...) , A1:(0,1,0,...) , A2:(0,0,1,...) , ... , Aps1:(1,1,1,..))
détermine, les coordonnées homogenes de tous les autres points.

Etant donnés deux espaces projectifs, de méme dimension, toute application
bijective entre les sommets d’un repére de l'un et d’un repére de l'autre définit une
homographie, et une seule.

Compléments de géométrie — Chapitre Ill. Le modéle abstrait
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§16. Liaison entre espace projectif et espace affine

* Complétion projective d'un espace affine

Etant donné un espace affine &, de dimension 7, la section 7 de “géométrie
affine” a montré que & est un hyperplan affine de 1'espace vectoriel &Y, isomorphe a
ExK, ot E désigne la direction de & et K son corps de scalaires. On choisit un repére
affine (O, ey, ...,€,) de &, il est toujours possible de former une base :

(e1,...,6n,ens1) de &Y,

Dans ces conditions :

« tout point de &, se voit affecté un jeu, unique, de coordonnées

cartésiennes (x1,...,Xy),
«  tout point de l'espace projectif P=p(&Y), se voit affecté un jeu, unique,
de coordonnées homogenes (Xi, ..., X,, Xp+1)-
On considére l'application suivante :
j:&— P
M o~ M)
qui associe, au point M de coordonnées (x1,...,x,), le point de coordonnées
homogenes (x1,...,xp,1). Cette application est injective et admet pour image :
Imj=P-H
ou H est I'yperplan d’équation X;,+; =0. Autrement dit :
H=plesp(e1,...,en)]=p(E).
En identifiant & a son image par j, il apparait que :
P=2&y p(E).
Dans cette opération, le repére projectif utilisé pour P est constitué de :
P(el) roeee P(en) ’ P(en+1) ’ P(el+---+€n+€n+l)-

Définition : on appelle P le complété projectif de &.
Interprétation dans le cas d’un plan.

Soit & un plan affine réel, de direction
E rapporté au repere (O,i,j). Le point de
coordonnées cartésiennes (x,y) s’identifie au
point de coordonnées homogenes (x,y,1) du
plan projectif P=p(ExK). Les points
échappant a cette idenditification forment la
droite d’équation Z=0 qui s’interprete alors
comme étant I'ensemble des points a l'infini
de &

Le repere projectif associé au repeére affine donné se constitue comme suit :

«  ses deux premiers sommets: p(i, 0) etp(j, 0), s'interprétent comme
les points a I'infini des directions engendrées par i et f,

B le troisiéme est 1’origine O du repeére affine,

. le dernier est le point de coordonnées (1,1) relativement a ce méme
repere.

Cette association généralise l'introduction des points a I'infini telle que nous

les avons entendu au chapitre 1.
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* Repére affine associé a un repére projectif

Vérifions que cette correspondance fonctionne ausssi dans l'autre sens. Etant
donné un espace projectif P, on en considére un hyperplan H=p(E). On choisit un
repere projectif (Ag,...,Ay,Au41) de P, tel que A, ... ,A,_1 engendrent H. Cet
hyperplan admet alors pour équation X;,1=0. Ainsi P—H est 'ensemble des points
M de coordonnées (X, ..., X, ,Xu41) telles que X,.1#0. Soit & un espace affine
arbitraire, de dimension n, rapporté a un repére donné, On considére l'application
suivante : :

j:P-H— &
M o~ (M)
qui, au point M de coordonnées (Xi,...,X,,X,+1) associe le point j’(M) de
coordonnées cartésiennes :

G %)
Xns1”"" Xns1
Cette application est bijective, elle identifie P-H a &. En le faisant apparaitre
comme étant un espace affine de direction E, rapporté au repére formé des n + 1
points de P admettant, relativement au repére donné au début, pour coordonnées
homogeénes — dans l'ordre :

1,9,..,0,1), (0,1,...,0,1) et (0,0,...,1,1)
On note que si l'on applique la premiére construction a partir de &, on retrouve P.

* Remarque sur les coordonnées barycentriques

Considérons un espace affine & et son complété projectif P. Les coordonnées
barycentriques, relativement a un repére affine (Ap,...,A,) donné de &, sont des
homogenes au sens qui est désormais le notre. Le sommet supplémentaire du
repere projectif est imposé par la structure affine donnée au départ. C’est
I'isobarycentre des sommets du repére. Dans ce mode de repérage, 'hyperplan de
l'infini admet pour équation :

X1+ ...+ X;=0().

* En résumé

(16-1) Théoreme.

*  Si &est un espace affine, de direction E, #Up(E) est un espace projectif
dont I'hyperplan p(E) s’interpréte comme ensemble des points a I'infini
de &

«  Si P est un espace projectif, pour tout hyperplan H=p(E) de P, P-H est
un espace affine de direction E.

E’ggt une illustration remarquable des deux cas appraissant lors de I'étude de la fonction vectorielle de
eibniz.

Compléments de géométrie — Chapitre I1l. Le modéle abstrait
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§17. Prolongement projectif des transformations affines

* Homographie induite par une transformation affine

Etant donnés deux espaces afines &et &, de méme dimension, on considere
une application affine bijective f de & sur & . On chosit un repére de &, les images
de ses sommets forment un repére de & . L'image par f de tout point de & est alors le
point de &’ qui admet les mémes coordonnées cartésiennes que lui.

Soit P et P’ les complétés projectifs de & et &, on les rapporte aux reperes

projectifs associés aux repéres affines considérés ci-dessus. L’application f qui, a tout
point de P, associe le point de P’ ayant les méme coordonnées homogenes, est une
homographie de P sur P’ qui prolonge f.

* Application affine induite par une application projective

Etant donnés deux espaces projectifs P et P’, de méme dimension 7, on
considere une homographie f de P sur P’. Soit H un hyperplan de P et H’, son image
par f, on choisit un repére projectif de P dont les n premiers points engendrent H.
Son image par f est un un repere projectif de P’. Tout point M de P est alors affecté
des mémes coordonnées homogeénes que M’ =f(M).

Considérons les deux espaces affines &= P-H et &= P'—H’, rapportés aux
repéres affines déduit des reperes projectifs considérés. Il est clair que f induit
I'application de & sur & qui associe les points ayant mémes coordonnées
cartésiennes. Elle est donc affine.

* Groupe affine et groupe projectif

(17-1) Proposition : étant donnés deux espaces projectifs P et P’, de méme dimension
soit H et H” deux hyperplans, respectivement, de P et P’, on note :
&= P-Het &= PP-H'.
On a les propriétés suivantes :
«  toute application affine bijective f, de & sur &, se prolonge en une
homographie h, de P sur P’, de fagon unique.
. toute homographie h, de P sur P, telle que h(H)=H’, induit une
application affine fde &'sur &

Dans les les deux cas, I'application induite de H sur H’ est p(f) M.

On retiendra surtout ce qui suit.

1 Tout est dit, ou presque dans la remaque qui clét la section 2.
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§18. La droite projective

On s’assure que le point de vue adopté au chapitre II entre dans le cadre
théorique qui est désormais le notre.

* La droite projective standard
On convient d’appeler K= p(K?2) la droite projective standard de K.
Commengons par noter que si p(X,Y) est un élément de p(K2), tel que Y#0, le
quotient x=§ est un élément de K indépendant du représentant choisi. Il est donc
possible d’identifier p(K2) au corps K auquel on ajoute le point a l'infini p(1,0)
qu’on note o, au moyen de 'application suivante :
X .

x=y siY#0

o siY=0

On convient donc que, désormais K =Ku{es}.

p(X,Y) —

* Le groupe projectif standard GP(K)

Définition : on convient d’appeler groupe projectif standard de K 'ensemble GP(K)
des homographies de K.

Soit f une homographie de K, il existe un automorphisme ¢ de K2, tel que
f=p(p). Cette application s’exprime, relativement & la base standard ((1,0),(0,1)),
sous forme matricielle :

m f—*[ﬂ =[? 2}[@ ot a8 —By=0.

Notons x et x” le éléments de K U {e} respectivement associées a (X,Y) et (X’,Y’). Si
Y #0,0ona:
, X' aX+BY

YEY T IX+ oY
Ce qui, compte tenu des conventions posées nous reporte a la section 6.

(18-1) «Siy#0:

ox+p | S
f(x)=yx+8 s1x¢—?etx¢oo

f=3)=os
fi) =5

* Siy=0, alors 60 et :

{ﬂw=
fio) =0

ox+pB .
S S1 X#oo
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(18-2) Théoreme : soit f une homographie de GP(K), ou bien :
e f(eo) #oo, f est alors le prolongement naturel 2 K, d’une fonction homo-
graphique de K,
e fleo) =oo, f est alors le prolongement a K, d’une application affine de K.

* Abscisse projective

On considere une droite projective d =p(E), sur K, le choix d’un repere
projectif (A,B,C) s’accompagne du choix d’une base (eg,e1) telle que :
A=p(eg) , B=p(e1) et C=p(eo+ey).
Ce qui définit sans ambiguité 1’homographie r de d dans p(K?2) telle que :
r(A)=p(1,0)=e , r(B)=p(0,1)=0 et (C)=p(1,1)=1
et, plus généralement :

X
r: M=p(Xeg+ Ye;) .—»r(M):Y si Y#0.

Définition : (M), ainsi défini, s’appelle I'abscisse projective de M, relativement au
repére (A,B,C).

Si d est rapporté a un repere donné et A, B, C sont trois points distincts,
d’abscisses projectives respectives a, b, c, on exprime 1’abscisse projective relative-
ment a (A,B,C) par 'homographie de K :

X esx'= telleque:aisoco , b—0, c—1.

+P
Yx +3
Les coefficients vérifient donc les relations suivantes :
va+8=0, ab+B=0 et ac+B=yc+34.
En reportant les deux premieres dans la troisiéme, il vient :
o(c-b)=y(c—-a)

puis :
B
ox+B o ¥*tq c-a x-b c-a x-a
ST i i et i b
X+ 8 Yx+?cbxacbxb
Finalement, on obtient la relation :
R e
X =c=b'x-b’

On retrouve ainsi le birapport qui désormais prend pour définition.

Définition : étant donnés quatre points dictincts A, B, C et D, d’une droite projective,
on appelle birapport et I'on note :

[A,B,C,D].
l'abscisse projective de D, relativement au repere (A,B,C).

(18-3) Théoréme : étant données deux droites projectives d et d’, une application f de
d dans d” est une homographie si, et seulement si, c’est une bijection qui conserve le
birapport.

Démonstration : soit f une bijection de d sur d’, on considére trois point distincts A,
B, C de d, on note A’, B’, C’ leurs images par f. Comme f est bijective, on peut

considérer ’homographie g, de d’ sur K, qui transforme A’, B’ et C’ en o, 0 et 1.
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Si f est une homographie, gof est 'homographie de d sur K qui transforme
A, Bet Cen , 0 et 1. Il résulte de la définition que, pour tout point M de d, si 'on
note D’ son image par f,on a:

[A,B,C,M]=gofiM)=g(M')=[A",B’,C’ ,M’]

Réciproquement, si f conserve le birapport, comme nous venons de monter
que 'homographie h de d’ sur d qui transforme A’, B’ et C’ en A, B et C, conserve le
birapport, il en va de méme pour hof. Or, cette bijection de d laisse invariants les
sommets du repére A, B, C et comme elle conserve le birapport, elle respecte
'abscisse projective. C’est donc I'application identique. Il s’ensuit que f=h-1. On a
donc bien une homographie. <

Remarque : il apparait ainsi que les transformations projectives qui laissent un
point invariant, se caractérisent par la conservation d'un rapport simple quand ce
point est pris comme point a l'infini de la droite affine qu’il compleéte.

* Homographies a deux points doubles

Revenons sur ce qui a été traité sur ce sujet au chapitre II.

La donnée d'une homographie f, d'une droite projective d =p(E), est aussi
celle d’un automorphisme ¢ de E tel que f=p(¢). Nous savons qu’un point de d est
invariant par f s'il est représenté par un vecteur propre de o.

Si f admet deux points fixes distincts A et B, on considére deux vecteurs e; et
e1, tels que :

A=p(eo) et B=p(ey),
(e, €1) est alors une base de E, formée de vecteurs propres de f. Notons A et y, les
valeurs propres associées, si ces scalaires sont égaux, f est 'application identique,
dans le cas contraire, pour tout autre point M, on a:

M= p(Xeo + Yel)
ou X et Y sont des scalaires non nuls. Ce qui donne :
fIM) =p(o(Xeg + Yer)) = p(Xo(eo) + Yo(e1)) = p(XAeg + Yper)
Dans ces conditions, il vient :
A=p(Xeg) , B=p(Yer) , M=p(Xeg+Yey) et AM)= p(AXep+ pYeq)

Il découle alors de la définition du birapport que :

A
[A,B,M,f(M)]:H.
Ce qui nous permet de reformuler la proposition 11-2, comme suit.
(18-4) Proposition : étant donnée une homographie f, d’une droite projective d qui
s’exprime f=p(9). Si eg et e; sont deux vecteurs propres linéairement indépendants
de ¢, associés aux valeurs propres A et p, les points A=p(eg) et B=p(e;) sont
invariants par f et, pour tout point M de d, on a:
A
[A,B,M,f(M)]:ﬁ.
N.B.  Tous les résultats exposées dans le cadre des sections 11 et 12 valent dans le
cas le plus général. Notamment le fait qu’une involution est soit elliptique, soit

hyperbolique. Dans ce dernier cas, il s’agit de la conjugaison harmonique par
rapport aux points fixes.
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* Homographies de la droite projective complexe

Gardons les notations précédentes et envisageons le cas ou le corps de base
est celui des nombres complexes. Alors, ou bien ¢ admet deux valeurs propres
distinctes, auquel cas, f admet deux points doubles, ou bien il existe une valeur
propre double. Dans ce cas, si f n’est pas I'application identique, elle admet un point
double unique.

On retiendra, en particulier ce qui suit.

(18-5) Proposition : toute homographie d’une droite projective complexe admet un
ou deux points fixes,

* Homographies réelles de la droite projective complexe

Afin d’éviter des difficultés de nature formelle, limitons nous a la droite
projective standard R. L’inclusion R2c C2 induit un plongement naturel de
R =p(R2?) dans C =p(C2) (). Toute homographie f de GP(R) se prolonge, de fagon
unique, en une homographie de GP(C). Il suffit pour cela de substituer des
arguments complexes dans l’expression :

ax+b

cx+d
qui décrit f relativement au repere standard (,0,1).

Soit f=p(¢) une homographie de GP(R), si les valeurs propres de ¢ sont
réelles, ce qui a été établi au point précédent s’applique mot pour mot. Dans le cas
contraire, les valeurs propres sont imaginaires conjuguées et les vecteurs propres
qui leur sont associés sont conjugués. Il leur correspond des points conjugués.
Notons ces valeurs propres pei® et pe-i®, les deux points invariants associés A et B.
La proposition 18-4 s’applique et montre que :

VMeD [A,B,M,f(M)]=e26,

X —

(18-6) Prgp_gsmon toute homographie f, de GP(R), admet soit :
deux point fixes réels A et B, auquel cas il existe un réel, non nul, k tel
ue:

1 VMed,[A,B,M, f(M)]=k.

«  deux point fixes imaginaires conjuguées A et A, auquel cas il existe un
réel 6 tel que:

VMeD [A, A, M, f(M)] =¢26.
e un point fixe unique, il est réel.

IIn'ya Eas lieu, d’éprouver d’angoisse métaphysique a ce sujet. Il s’agit du plongement usuel de R dans C,
auxquels on adjoint un point & I'infini commun.
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ChapitreIV. Le plan projectif

§19. Le modéle abstrait

On résume a grand traits les acquis concernant le plan projectif P =p(E).

E est un espace vectoriel de dimension 3 sur K (R ou C), les points de P
sont les classes de la forme:

p(x)={Ax1re K-{0}} ou xe E-{0}.
Repere projectif : est constitué de quatre points de P, tels que trois
quelconques d’entre eux ne soient pas alignés.
Coordonnées homogeénes : I'affectation arbitraire des coordonnées :

¢,0,0), (0,1,0) , (0,0,1) et (1,1,1)

aux sommets d’un repere projectif détermine pour chaque point de P
ses coordonnées homogenes.
Homographies : bijections entre plans projectifs conservant l’aligne-
ment.
+ De fagon générale, on les décrit comme applications induites par les
isomorphismes d’espaces vectoriels.
« Si deux plans P et Q sont rapportés a des repéres, toute homographie
de P sur Q s’exprime, via les coordonnées homogenes sous la forme :

X X’ ag bg corX
4 Z ar bz (o)) Z

ou, de fagcon condensée condensée :
F- F'=AF,

ou A est une matrice carrée, d’ordre 3, inversible.
« Toute homographie est entiéerement déterminée par la donnée d’une
bijection entre les sommets de deux repéres.
Le groupe projectif : se décrit comme suit

GP(P) =GL(E)/K*IdE.
Le prototype est le groupe des matrices 3x 3, inversibles, définies a un
scalaire multiplicatif pres.
Structure affine induite : le choix d’une droite 4, induit sur &=P-d
une structure de plan affine. Les éléments de GA(&) sont les transfor-
mations de GP(P) qui laissent d globalement invariante.
« Analytiquement cette proppriété se schématise comme suit. Le repére
projectif étant choisi de telle sorte que d admette pour équation Z=0 la

transition s’exprime, schématiquement :

Z#0 et (x,Y,Z)H(x,y)=(>z(,%

* Le repeére affine ou sont comptées ces coordonnées cartésiennes de &

est donc constitué des points de coordonnées homogenes :
(0,0,1), (1,0,1) et (0,1,1).
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§20. La dualité dans le plan

Nous avons désormais le moyen de justifier, dans les formes, ce que nous
avions appelé, provisoirement, le “principe de dualité”.

Comme précédemment, E désigne un espace vectoriel de dimension 3 sur
un corps K. On se souvient que les applications linéaires de E dans son corps de base
forment un espace vectoriel, appelé expace dual de E et noté E* (1), de méme
dimension que E. Du point de vue formel, p(E*) — naturellement noté P* — est donc
aussi un plan projectif. Considérons un élément ¢ de E* autrement dit une forme
linéaire. Si elle est non nulle, c’est une application linéaire de rang 1, la dimension
de son noyau est donnée pas la regle familiere

dim Ker¢o=dimE-dimIm¢=3-1=2.
Autrement dit, le noyau de ¢ est un plan vectoriel. De plus ce noyau est commun a
toute les formes linéaires de la forme k¢, pour tout scalaire non nul k. Cette droite
est donc associée a 1'élément p(¢) de P*. On peut ajouter et a lui seul. Afin de s’en
convaincre choisissons une base de E et notons (X,Y,Z) les coordonnées de
’élément courant de E, ¢ est alors décrite par la relation :
X,Y,Z) » uX+ovY+wZ.
L’équation de son noyau s’exprime naturellement :
uX+ovY+wZ=0.
Considérons une autre forme linéaire ¢’ de E*, de coefficients (u’,v’,w’). Si ¢ et ¢’
sont linéairement indépendantes, le syteme linéaire :
uX +vY +wT =0
{u’X +0'Y+w'T=0
a pour rang 2. L’ensemble de ses solutions est alors une droite vectorielle de E. En
conséquence, on a:
Kergp=Ker¢’ & p(o)=p(¢").
Comme tout sous espace de dimension 2 de E est le noyau d’une forme linéaire non
nulle, il existe une bijection entre les droites de P et P*.

Conclusion : P* s’identifie a ’ensemble des droites de P, interprété comme suit :
{p(kero) |l e E*-{0}}.

Convention : dans ces conditions, si une droite projective D de P, admet pour
équation uX+vY+wZ=0, on dira que (4,v,w) est un systétme de coordonnées
homogeénes de D (2).

Le principe d’incidence allait de soi au début, du point de vue qui est
désormais le nbtre, il devient un théoréme banal — mais essentiel.

(19-1) Théoreme d’incidence : étant donnés un point O et une droite d ne passant
pas par O, l'application f qui, a tout point M de d, associe la droite (OM) est une
homographie de d sur le faisceau O* des droites passant par O.

1 Se reporter, si nécessaire, au cours d’algebre linéaire.
2 Il s’agit 1a des coordonnées homogenes de @, relativement a la base duale de celle choisie pour E.
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Démonstration : il est toujours possible de choisir une base de E de telle sorte que les
coordonnées de O soient (0, 0, 1) et d admette pour équation T=0. Les coordonnées
homogeénes du point courant de A seront donc de la forme (X,Y,0). Notons d la
droite (OM), si d admet pour coordonnées homogenes (u,v,w), la condition O et M
appartiennent a d s'exprime:
w=0 et uX+0vY=0.

On a donc, a un scalaire multiplicatif pres :

u=Y, v=-X et w=0.
Ainsi, f associe au point de coordonnées homogenes (X,Y,0) la droite de
coordonnées homogenes (Y,-X,0). Cette correspondance étant linéaire en X et Y et
bijective, l'application f est projective. <

* Correspondance entre un repeére et son dual

On considére un plan projectif P=p(E). Le choix d’'un repére projectif

(A,B,C,D),deP:
A=p(eo) , B=p(e1) , C=p(e2) , D=pleo+e1+e2),
induit le choix d’un repere projectif de P*:
pled) , plef) , p(ef) , pled +ei +e3),
formé des droites d’équations respectives :
X=0,Y=0,Z=0, X+Y+Z=0,
C’est-a-dire des droites :
(BC) , (CA) , (AB) , A
ou A coupe les trois précédentes aux points de coordonnées respectives :
0,1,-1), (-1,0,1) et (1,-1,0).

La droite d’équation UX+UY +WZ =0 admet pour coordonnées homogenes
(U,V,W) relativement a la base (e¢ , €1, e3) de E*, duale de celle choisie pour E.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre IV. Le plan projectif
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§21. L’homologie

Le cadre est celui d'un plan projectif P quelconque. Ce qui suit montre le
profit qu’on tire de la possibilité qu’on a d’en distinguer une droite arbitraire d et de
la considérer comme la droite de l'infini du plan affine P-d.

(21-1) Proposition : étant donnée une homographie f de P, les deux propositions qui
suivent sont équivalentes :

(1) il existe une droite dont tous les points sont invariants par f,

(2) il existe un faisceau dont toute droite est globalement invariante par f.

Démonstration : si tous les points d’une droite d sont invariants par f, cette
application induit une dilatation du plan affine P-d. Si cette dilatation est une
homothéthie, elle laisse invariante le faisceau des droites passant par son centre.
Sinon, c’est une translation et alors elle laisse invariante toutes les droites passant
par un méme point O de d, interprété, rappelons le, comme droite de l'infini du
plan affine P-d.

On applique ce qui vient d’étre démontré au dual de P, on obtient la
réciproque. <

Définition : étant donnée une droite d et un point O de P, toute homographie qui
laisse invariants les points de d et les droites passant par O, autre que l'application
identique de P, est appelée :

»  homologie si O n’appartient pas a d,

e  élation dans le cas contraire.
Dans les deux cas O et d, sont appelés le centre et I’axe de la transformation.

(21-2) Proposition : étant donné un point O, une droite d et deux points A et A’ de P,
différents de O et non situés sur 4, il existe une homologie ou une élation, de centre
o, d’axe d, qui transforme M en M’. Elle est unique

Démonstration : il existe une unique dilatation de P-d qui transforme A en A’. <

(21-3) Proposition : étant donnée une homologie de centre O et d’axe d, on note M le

point courant de P et My le point commun a d et (OMy). Il existe un scalaire k,

différent de 0 et de 1, tel que pour tout point M, différent de O et de My, on ait :
[Mo,O,M, fiM)] =k

Démonstration : sur P-d, f définit une homothétie de centre O, de rapport k, on a
donc sur la droite (OM) :

[Mp,O0,M,M’]=k.
car My est le point a l'infini de la droite affine (OM). <
Définition : si k=-1, '’homologie dite harmonique.

Il est clair que toute homologie harmonique est une involution, la
réciproque est une propriété remarquable.

(21-4) Proposition : toute involution de P est une homologie harmonique.
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Démonstration : étant donnée une involution f de P, on considére deux points non
invariants M et N, on note M" et N’ leur images par f. Comme f échange M avec M’
et N avec N’, les droites (MM’) et (NN’) sont invariantes par f. Il est possible de les
supposer distinctes — il suffit pour cela de choisir N n’appartenant pas a (MM’). Soit
O le point d’intersection de (MM’) et (NN’), ce point est invariant car son image
appartient a ces deux droites. Ainsi, f induit une involution sur (MM’) et sur (NN’).
Chacune d’elles laisse O invariant, elle admet donc un second point fixe distinct de
O qu’on note, A pour (MM’) et B pour (NN’) (cf. 11-3). Dans ces conditions, on a:
[A,O,M,M']=-1=[B,O,N,N’].

Considérons 1’homologie harmonique g de centre O, d’axe (AB). Elle échange M
avec M’ et N avec N'. Elle coincide donc avec f sur le repére projectif constitué de M,
N, M’ et N’. On sait alors que f=g. <

* Interprétations affine de 1’homologie

Si le plan P est donné affine, sa droite de l'infini est bien définie.
«  Considérons une homologie f de P, de centre O et d’axe d.
1. Si d = eop, son centre O est a distance finie, nous savons déja que f est
une homothétie de centre O. On retrouve la forme classique de son
rapport a partir du birapport intervenant en 21-3 Il s’exprime alors :
OM'
oM = k.
2. 5i le centre O est un point a l'infini, 'axe d n’est pas la droite de
infini. La direction des droites (MM’) reste fixe et le birapport en

question :
[Mo,O,M ,M’']=k
devient :
MM L
MM =[O,Mp,M, M ]=k .

Ce qui montre que f est alors l'affinité d’axe d, de rapport % dans la
direction de O. :
En particulier, ’homologie harmonique décrit, a la fois les symétries
centrales et les symétries par rapport aux droites.

. Considérons une élation d’axe d, son centre O est un point de d.
* Si son axe est la droite de l'infini, nous savons que f est une
translation.
* Si son centre est le seul point a l'infini de son axe, f est alors une
transvection (1).

(21-5) Théoréme : toute transformation affine admettant deux points fixes (a
distance finie), est une affinité ou une transvection.

Démonstration : soit f une transformation affine laissant invariants deux points
distincts A et B, on note d la droite (AB). Comme ces points forment un repére
affine de d, tout point de d est invariant par f. On sait alors que f est une homologie
ou une élation d’axe d. Comme la droite de l'infini est invariante et différente de d,
elle passe par le centre. On en déduit que f est une affinité si ce point n’appartient
pas a d et une transvection dans le cas contraire. <

cf. géométrie affine : exercice 10-

Compléments de géométrie 2 — Chapitre IV. Le plan projectif



50

* Réduction d’'une homographie réelle

Ce qui suit précise précise de fagon spectaculaire 1'effet des homographies sur
les figures de la géométrie usuelle.

(21-6) Théoreme : toute homogaphie du plan projectif usuel (1) se décompose en
produit d’une similitude et d’une homologie.

Démonstration : soit f une homographie du plan, si c’est une transformation affine,
on choisit arbitrairement deux points distincts A et B, leurs images par f sont deux
points distincts A’ et B’. Soit s 'une des similitudes qui transforment A en A’ et B
en B, h=s5"1of est une transformation affine laissant A et B invariants, c’est donc
une affinité, ou une transvection. Dans ce dernier cas, il suffit de choisir I’autre
similitude, ce qui revient 2 composer h avec la symétrie d’axe (AB), il est facile de
vérifier que l'application obtenue est alors une affinité.

Si f n’est pas une transformation affine, la droite
de l'infini est alors I'image d’une droite I et elle admet
pour image une droite J’, toutes deux situées a distance
finie. Il est clair que:

feer)=osp.

Il s’ensuit que si d est une parallele a I, d’ =f(d) est une
paralléle a J’, I’application induite :
fo d — d’ ,
v o AU\
respectant les point a l'infini est une application affine.
On choisit arbitrairement deux points A et B de d, soit A’ et B’ leurs images
par f. Soit s I'une des deux similitudes qui transforment A en A’ et B en B,
I'application induite par s entre d et d’ est f;. Il s’ensuit que I’homographie :

h=s"1o f
laisse invariants tous les points de (AB). On sait alors que k est une homologie ou
une élation d’axe (AB). On conclut comme dans le cas ou f est affine (2). <

(21-7) Corollaire : toute homographie entre deux plans de l'espace est le produit
d’une similitude et d’une homologie.

Démonstration : il suffit de composer ’homographie considérée par une isométrie
entre les deux plans. On applique alors le théoréeme précédent (3). <

—_

Le plan affine euclidien, accompagné de ses points a l'inifini,

cf. erercice 28.

On retrouve cette propriété en filigramme dans nombre des constructions utilisées pour le dessin en
perspective.
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§22. Complexification (1)

* Complexification d'un espace vectoriel

Etant donné un espace vectoriel réel E, il est possible de le prolonger en un
espace vectoriel complexe par une opération qui généralise le plongement,
classique, de la droite réelle dans le corps des nombres complexes.

On note E. I'ensemble E?, muni de 1’addition naturelle et de l'opération
externe suivante :

CxE2 — E?
(x+iy,(u,v)) - (xu-yv,xv+yu)
C’est une formalité de vérifier ce qui suit.

(22-1) Proposition : E. est un espace vectoriel sur C dont tout élément s’exprime de
fagcon unique sous la forme :
(u,v)=(u,0)+i(v,0)

Ceci nous conduit a identifier (1,0) a u et (0,v) a iv. Ainsi, tout élément de
E. s’exprime, de fagon unique, sous le forme :
u+iv ou (u,v)eE2
Cette écriture, identifie E a la partie de E qui est stable par I'application suivante :
6:E. — E.
u+iv = u-iv
qu’on appelle naturellement la conjugaison. L’assertion qui suit découle
directement des définitions.

(22-2) Proposition : la conjugaison est involutive et, pour tous vecteurs x et y de E,,
pour tout nombre complexe A, on a:
o(x+y)=0o(x) +o(y) et o(Ax)=Ao(x)
Les éléments de E sont les vecteurs réels de E, et les éléments u + iv, tels que
v#0 sont dit imaginaires (2).
Les propositions qui suivent découlent des définitions, de facon directe.
(22-3) Proposition : toute base de E, est aussi une base de E,.
(22-4) Proposition : tout automorphisme ¢, de GL(E) s’étend, de fagon unique, a E,
sous la forme suivante :
QOc: U+ 10 > fo(u+iv)=o(u) +ip(v)
et donne un automorphisme GL(E,).

Il découle de l'unicité que GL(E) s’identifie au sous-groupe de GL(E.) formé
par les transformations ainsi obtenues. On les appelle automorphismes réels de E.
Ils se caractérisent comme suit.

(22-5) Proposition : un automorphisme de GL(E,) est réel si, et seulement si, il
commute avec la conjugaison.

1 Cette Iartie peut étre laisée de c6té en premiére lecture. Elle ne prend en effet tout son sens que par des
considérations théoriques — la section suivante en donne un échantillon — et lors d’applications un peu

sophistiquées, demandant une bonne pratique de la géométrie projective.

Il sera sans incovénient de parler des éléments imaginaires de E.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre IV. Le plan projectif
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Démonstration : si ¢ estune transformation de GL(E), on a toujours :
co@(u+iv)=o(e(u)+ie(v))=0(u)-ie(v)=e(u-iv)=9@ooc(u +iv).
Réciproquement, si ¢ estune transformation de GL(E,) telle que co¢@=¢o0, pour

tout vecteur réel, on a:

o(9(u)) = co(u) = 9oo(u) = o(u).
De sorte que E est stable par ¢ qui, de ce fait, induit un automorphisme de E. <

* Complexification d"un plan projectif
Si P=p(E) est un plan projectif réel, ’application suivante :
j:P(E) — p(Eo)

p(u) = p(u)
est injective, elle identifie P a une partie de p(E), qu’on note alors P..

(22-6) Proposition : tout repere de P est aussi un repére de P..

La conjugaison des vecteurs de E,, induit une application sur les points de
P.. En effet, si :
p(u+iv)=p(u’ +iv’),
c’est qu'il existe un nombre complexe A, non nul, tel que :
u' +1iv’ = Mu +iv)
et alors, on a:
u' —iv’ = A(u-iv).
Il s’ensuit que :
p(u —iv)=p(u’-iv’).
La relation :
o(p(u+iv)) =p(u-iv)
définit donc une involution de P.. On la note aussi ¢ et on l'appelle conjugaison des
points.

(22-7) Proposition : les points de P sont les points de P. invariants par la
conjugaison.

Démonstration : il est clair que les points de P sont invariants par conjugaison. C’est
la réciproque qui pose probléme. L’invariance du point p(u +iv) s’exprime par
I'égalité :

o(p(u +iv))=p(u +iv)
et se traduit : il existe un nombre complexe A, non nul, tel que:

u—-iv=»A(u+iv)
Dans ces conditions, on a :
u+iv=o(u—-iv)=o(Mu+iv))= A(u—iv) = A (u + iv).
Comme le vecteur considéré est non nul, ceci entraine que :
AL =1.
I existe donc un nombre complexe p tel que A="7 (par exemple, on pose A =¢2i0 et
p=e®). Ce qui donne:
E(u —iv)=p(u +iv).

Il s’ensuit que :

o(u(u +iv)) = u(u +iv).
Ce qui montre que p(u +iv) est un vecteur réel et prouve que p(u +iv) est un point
réel. <
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(22-8) Proposition : toute transformation f, de GP(P) s’étend, de facon unique, en un
élément de GP(P,).

Ici encore on parlera des tranformations projectives réelles de P pour
désigner les éléments de GP(P.) ainsi définis. Enfin, notons que tout ceci n’a de sens
qu’apres avoir vérifié la condition qui suit.

(22-9) Proposition : une homographie de GP(P,) est réelle, si et seulement si, elle
commute avec la conjugaison.

Démonstration : si ¢ est une transformation de GL(E), on a toujours :
6 op(9)(u +iv) = o[p(e(u) +ip(v))] = p(e(u) —ip(v)) = p(e(u - iv)) = p(9) o (1 + iv).
Ce qui montre que toute transformation réelle de P, commute avec la conjugaison.
Réciproquement, si ¢ est une transformation de GL(E,) telle que :
cop(9)=p(9)oo,
pour tout vecteur réel, on a:
o(p(9)(u)) =0c0p(e)(u) =p(9)oo(u)=p(e)(u).

De sorte que p(9)(u) est toujours réel (cf. 22-5). On choisit un repeére réel (A,B,C,D)
de P. Nous venons de montrer que :

A'=p(e)(A) , B'=p(e)(B) , C'=p(¢)(C) , D’ =p(¢)(D)
sont des points réels de P,. Soit g ’élément de GP(P) qui transforme :

AenA’,BenB,CenC'etDenD".
On note g. son extension a P.. Dans ces conditions, g.~1op(¢) laisse A, B, C et D
invariants. Ces points formant un repére de P, g1 op(p) est ’application identique.
On en déduit que:
P(9)=gc.

Ce qui établi que toute transformation de GP(P.) qui commute avec la conjugaison
est 'extension d’un élément de GP(P) — autrement dit une transformation pro-
jective réelle. <

* Complété projectif complexe d’un plan affine

Rappel : nous avons convenu qu’un plan affine est un plan projectif P dont on
distingue une droite, sa droite de 1'infini qu’on note oop.

En combinant les acquis précédents avec ceux des sections 16 et 17, on
obtient I’énoncé qui suit. il résume 'essentiel de ce qu’il convient de retenir de ce
travail formel.

(22-10) Théoréme : tout plan affine réel P est plongé dans un plan projectif
complexe, noté P, doté d"une application involutive : la conjugaison.

La droite de l'infini de P engendre une droite, complexe, c’est la droite de
I'infini de P.. Ce qui distingue une structure affine complexe de ce plan.

Les points de P sont les éléments de P, qui sont stables par conjugaison.

Les éléments de GP(P) sont les transformations de GP(P,) qui commutent
avec la conjugaison.

Les éléments de GA(P) sont les éléments de GP(P) qui laissent globalement
invariante la droite de l'infini de P.

Définition : avec les notations ci-dessus, le plan P, est appelé le complexifié de P.

Compléments de géométrie 2 — Chapitre IV. Le plan projectif
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§23. Invariants projectifs d'une structure euclidienne

On considere un plan affine euclidien P, plongé dans son complexifié P.. On
note E l'espace vectoriel sous-jacent de P.
On rapporte P a un repére (affine) orthonormé.

* Points cycliques

Considérons une similitude directe s de P, la matrice de son application
linéaire associée s’exprime, relativement a toute base orthonormée de E par la
matrice :

[ cos® —sin®
k | sin 6 cose}
ou k est un réel positif. Elle induit sur la droite de l'infini, complexifiée,
I’homographie qui se décrit :
X X7 [cos6 —sin6|[X
I:Y] "'[Y’d =[ sin® cos® :| [Y] .
Les vecteurs propres admettent pour coordonnées :
(1,-i)et(1,i)
et sont respectivement associés aux valeurs propres :
e® et -0,
Notons I et J les points correspondants, ils ont pour coordonnées homogenes :
I:(1,-i,0)et]:(1,7,0)
et sont indépendants de 6. Bien plus, il découle de cette propriété que ces
coordonnées demeurent inchangées par tout changement de repére orthonormé,

conservant l'orientation. Cette propriété remarquable conduit 4 nommer ces deux
points.

Définition : I et ] sont appelés points cycliques de P et I'on qualifie d’isotrope toute
droite, autre que la droite de I'infini, qui passe par l'un d’eux.

(23-1) Proposition : toute similitude directe laisse invariant les points cycliques et
induit, sur la droite de l'infini complexe de P, I'homographie décrite par la relation :
[1,],M,f(M)] = e2.

Si le plan est orienté et rapporté a un repére orthonormé direct,  est I'angle de la

similitude.

Démonstration : se reporter a la fin de section 18. <

(23-2) Corollaire : étant données deux droites d et d’ de P, on note A; et Ay les droites
isotropes du faisceau qu’elles déterminent. dans ces conditions, on a:

d,d’)=6 (mod ) & [Ar,Ay,d,d]=e2® (1),

Démonstration : la rotation d’angle 6 induit sur la droite de I'infini ’homographie
décrite plus haut. Le birapport des droites est aussi le birapport de leur points a
I'infini. <

Cette expression est apPelée le formule de Laguerre. Elle exprime clairement un fait assez subtil. Une droite
n’ayant qu’un point a I'infini, lorsque qu’on la fait pivoter d’'un demi-tour, son point a I'infini effectue un
tour complet ! Ceci traduit une certaine complexité topologique du plan projectif qui fait, en particulier, que
toute surface de I'espace usuel qui lui est homéomorphe, se recoupe elle méme.
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Un cas particulier mérite d’étre explicité

(23-3) Corollaire : deux droites sont perpendiculaires si, et seulement si, leurs points
a l'infini sont conjugués harmoniques par rapport aux points cycliques.

Nous allons retrouver ce fait en considérant une similitude indirecte s. Il
existe une base orthonormée de E telle que 'homographie induite par s, sur la
droite de l'infini s’exprime :

Y Y, O 1 Y :

(23-4) Proposition : toute similitude indirecte induit sur la droite de l’infini
complexe de P, l'involution qui laisse invariants les points a l'infini de ses deux
axes et échange les points cycliques.

Remarque : ceci montre, en particulier, qu’orienter le plan revient a distinguer les
points cycliques 1'un de l'autre.

* Caractérisation projective des similitudes

(23-5) Théoreme : étant donné un plan affine euclidien P :

1. le sous-groupe de GP(P) formé des transformations laissant invariants les
deux points cycliques est le groupe des similtudes directes de P,

2. les transformations de GP(P) qui échangent les points cycliques sont les
similitudes indirectes de P.

Démonstration : soit f une transformation projective (réelle) de P, si f conserve
globalement les points cycliques elle conserve la droite de 'infini complexifiée et
comme f est réelle, elle conserve la droite de l'infini de P, f est donc une transforma-
tion affine.
Si f conserve les points cycliques, les deux vecteurs admettant :
(1,-i)et(1,i)
pour coordonnées relativement a toute base orthonormée de E, sont des vecteurs

propres de f. Choisissons une base orthonormée de E, et notons la matrice de f:

ab
cd]
Ces vecteurs propres sont associées & deux valeurs propres imaginaires conjuguées :

pei® et pe-if,
Les hypotheses se traduisent comme suit :

ablll A1
¢ a]loi]=eeel]
puis, explicitement, par les deux relations suivantes :
a-ib= pei®
{c —id = —piei®
On en déduit que:
a=d=pcos® et -b=c=psin®.
On est donc en présence d'une similitiude directe.
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Si f échange les points cycliques, il existe un nombre complexe pei, tel que :
abllil o[
c d||l-i]= PV i

{a—ib= pei®
c—id=piet®

On a donc

Ce qui donne:
a=-d=pcos@® et b=c=-psin®.
On est alors en présence d’une similitude indirecte.
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Chapitre V. Géométrie projective des coniques

Dans toute cette derniere partie, le cadre est celui d'un plan
projectif réel P =p(E), plongé dans son complexifié Pc = p(E).

§ 24. Classification projective des coniques réelles

* Préambule

En géométrie affine, nous avons appelé coniques les courbes algébriques de

degré 2, celles dont I'équation se présente sous la forme la plus générale :
ax2+2bxy + cy?+ 2dx +2ey +f=0,
ou les coefficients sont des nombres réels et a, b, c ne sont pas simultanément nuls.
Le plan affine s’est enrichi des points a l'infini et toute conique se prolonge de fagon
naturelle, via l'introduction des coordonnées homogeénes. L’équation ci-dessus
prend alors la forme suivante :
aX2+2bXY +cY2+2dXZ +2eYZ + f22=0.
Les coordonnées des points a l'infini de la conique, s’il en existe, sont les solutions
du systeme :
axX2+2bXY +cY?2=0
70

Si le plan est rapporté a un repére projectif quelconque, aucune des
coordonnées ne jouant de r6le particulier, on présente 1’équation d’une conique
sous la forme suivante :

axX2+bY2+cZ2+2dYZ + 2eZX + 2/ XY =0,

ou les six coefficients sont des nombres réels non tous nuls, définis a un facteur
multiplicatif pres.

On doit pouvoir distinguer entre elles des coniques dont les équations telles
que:

X24+Y2+72=0,X2+Y2+272=0

admettent (0,0,0) pour seule solution réelle et n'ont donc aucun point réel, ce qui
conduit a poser la définition qui suit.

Définition : une conique du plan projectif P=p(E) est une forme quadratique de E,
non nulle, définie & un scalaire multiplicatif pres.

SiT désigne la conique représentée par la forme quadratique Q, les points de
I sont les éléments M =p(x), du complexifié de P, tels que Q(x) =0. On dira donc que
I' admet pour équation Q(x) =0.

Remarque : lorsque le plan est rapporté a un repére, on note aussi I’équation
Q(X,Y,Z)=0, dans la mesure ou cette facilité n’est pas source d’ambiguité.
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* Bref rappel sur les formes quadratiques

Etant donné un espace vectoriel E, réel, une application Q de E dans R est
une forme quadratique, s’il existe une forme bilinéaire symétrique B de E telle que:
Vxe E, Q(x)=B(x,x)

On peut retrouver la forme bilinéaire a partir de la donnée de la forme quadratique,
comme suit :

1
vxeE,¥ye E, B(x,y) =5 [Q+y)-Qx)-Qw)]

On dit que B est la forme polaire de Q.
Relativement a une base de E, une forme quadratique s’exprime :
Q(X,Y,Z)=aX2+bY2+cZ2+2dYZ + 2eZX + 2fXY.
ou (X,Y,Z) désigne les coordonnées du vecteur courant. Sa forme polaire associée
s’exprime (1) :
B(X,Y,Z;X",Y',Z')=aXX"+bYY' +cZZ' +d(YZ' + ZY') + e(ZX' + XZ') + AXY" + YX').
Il commode de présenter ces expressions sous forme matricielle :

afelX
QXY Z)=[XY T]{f b dJ[Y} Q)
edcllLZ
On condense cette écriture en posant :

X af e
.%“:{Y] et s=[f b d]

Z edc

ce qui donne:
QX)Y,Z)=t&S &
ou t.% désigne la transposée de .Z.
On considere deux vecteurs x et x’ de coordonnées (X,Y,Z) et (X’,Y’,Z'),

I'expression de la forme polaire devient :

afelX
B(x,x)=[X Y Z]|:f b d“Y’}
edcllZ

Qui se condense sous la forme :
B(x,x")=t%S .%&".
La donnée d'une forme bilinéaire symétrique B définit I’application linéaire
suivante :
E—> E*
x = (y~Bx,y)
dont le noyau s’exprime :
N={xe EIVyeE, b(x,y)=0}.
Elle admet pour rang :
r=dimE-dim N.

1 On retient la regle dite du dédoublement :

_ on remplace X? par XX’ ... et 2XY par XY’ + YX' ...
2 Onretrouve facilement les coefficients si I'on retient que les lignes décrivent les formes linéaires :

Dass Ve Lo,
7Qx 57Qy, 5Q7.
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Notons, enfin, que toute forme bilinéaire de E s’étend de fagon unique au
complexifié E¢c de E, comme suit :
B(x+iy,x'+1y’)=B(x,x")-B(y,y’) +i[B(x,y’) + B(y, x")],
de méme que la forme quadratique associée :

Q(x+1y) =Q(x) +2iB(x, y) - Q(y).

* Classification des coniques

Définitions : si ' désigne la conique représentée par la forme quadratique Q, le rang
de T est celui de Q, diminué de 1 et si N est le noyau de Q, p(N) est aussi appelé
noyau deT.

(24-1) Proposition.
¢ Les coniques de rang nul sont les droites doubles.
»  Les coniques de rang 1 sont les réunions de deux droites distinctes,
réelles ou imaginaires conjuguées (1).
«  Les coniques de rang 2 sont les courbes qui, dans un certain repere,
admettent pour équation :

X2+Y2-72=0,
auquelles il convient d’ajouter les ensembles de points imaginaires
d’équation :

X2+Y2+272=0.

Démonstration : le théoreme de Sylvester (cf. Cours “forme quadratiques et formes
hermitiennes” : chapitre 1-§4-2) montre que, pour toute forme quadratique réelle, il
existe une base ou elle s’exprime sous forme réduite :
Q(X,Y,Z)=aX2+BY2+yZ2,
les coefficients o, B et y étant 1, -1 ou 0 — en nombres invariables. Considérons une
conique T, compte tenu des équivalences entre équations, il existe un repére ot son
équation est de l'une des formes suivantes.
e Silerang est nul:
X2=0.
L’ensemble des points de I est alors la droite d’équation X=0.
« Silerangestl:
X2-Y2=0 ou X2+Y2=0,
ces équations se factorisant comme suit :
X=Y)(X+Y)=0 et (X-iY)(X+iY)=0
I' est alors la réunion de deux droites distinctes, réelles ou imaginaires
conjuguées.
« Silerangest2:
X2+Y2-Z2=0 ou X2+Y2+Z2=0. <

Ce sont des coniques réelles car elles sont invariantes par conjugaison.
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(24-2) Théoréme : sous l'action du groupe projectif réel, les coniques du plan
euclidien se répartissent en cinq orbites, respectivement constituées :

. des droites doubles,

. des paires de droites réelles,

« des paires de droites imaginaires conjuguées.
Dans le cas ou P est un plan affine euclidien, les deux derniéres se caractérisent
comme étant les images par toutes les homographies :

. d’un cercle arbitraire,

e d’un cercle imaginaire (d’équation x2+y2=-1).

Démonstration : le plan étant rapporté a un repére une conique I' est donnée par
son équation sous forme matricielle :
QX,)Y,Z)=t&S &
La proposition précédente montre qu’il existe une matrice inversible Q, telle que :
L2(1QS Q&
soit de I'une des cinq formes mentionnées. Soit f ’homographie de matrice Q-1, le
point M, de coordonnées %/, appartient a f(T') si, et seulement si, f1(M) appartient a

I, c'est-a-dire si :

FAQSQ) L) ={QYS(QY) =0
Cette équation de f(I') est de I'une des cinq formes mentionnée ci-dessus, et d’une
seule. Ce qui justifie I’affirmation avancée. <

Définition : les seules coniques qui nous intéressent vraiment sont évidemment
celles de rang 2 qui admettent des points réels. On les qualifie de propres.

Si P est un plan affine, parmi les coniques propres, on distinguera :
« les ellipses, par leurs points a l'infini imaginaires conjugués,
« les hyperboles, par leurs points a 'infini réels et distincts,

«  les paraboles, par leur point a l'infini unique.

/ (op) / () f
ellipse parabole hyperbole

* les cercles comme étant les coniques propres passant par les points
cycliques (cf. §23),

«  les hyperboles équilateres par leurs points a l'infini réels et conjugués
harmoniques par rapport aux points cycliques.

L’énoncé qui suit montre que la prise en compte des points imaginaires ne
conduit a aucune révision déchirante des conceptions qu’on avait antérieurement
des coniques.

(24-3) Lemme : une droite et une conique ont en commun soit :
. deux points distincts qui sont alors soit réels, soit imaginaires
conjugués ;
. un point, et un seul, il est alors réel ;

¢ a moins que la droite ne soit contenue dans conique dont le rang est
alors 0 ou 1.
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Démonstration : considérons une conique I', d’équation Q(x) =0 et une droite A. On
choisit un repere tel que A admette pour équation Z=0. Notons :
aX2+bY2+cZ2+2dYZ +2eZX +2fXY =0
I’équation de I'. Un point M, de coordonnées homogeénes X, Y, Z appartient a T'nA,
si, et seulement si :
aX2+bY2+2fXY=0 et Z=0.
Notons 8 =f2-ab le discriminant du trindbme aX2 +2fXY + bY2 et passons en revue
tous les cas possibles.
e Sid#0et
e si a#0 I'équation ax2 + fx+b=0 admet deux racines distinctes o et B
réelles ou imaginaires conjuguées, on a:
aX2+bY2+2fXY =a(X-aY)(X-BY),
I et A ont alors en commun les deux points distincts de cooordonnées :
(a,1,0) et (B,1,0).
« Sinon a=0, et f#0, la factorisation est évidente :
Y(bY +2fX) =0,
" et A on alors en commun les deux points distincts de cooordonnées :
(1,0,0) et (2f,-b,0)
o Sid=0et
ssia#z0ona

2 _ £
aX2+bY2+2XY =a(X+ L Y)2,

I" et A ont alors en commun le point double de cooordonnées (—5, 1,0).
« Sinon a=0 et f=0, auquel cas la condition devient bY2=0,
¢ si b#0, le point de coordonnées (1,0,0) est I"'unique solution ;
* sinon a=b=f=0, 'équation de I' prend alors la forme :
Z(dZ+2dY +eX) =0,
I est alors la réunion des droites d’équations Z=0 et dZ +2dY +eX = 0.
Dans ces conditions la matrice de Q prend la forme :

00e
[ow]
edc

son rang est alors 2 ou 1. Le rang de I est alors 1 ou 0 <
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§25. Points conjugués
* Définition
Définition : étant donnés une conique I' d’équation Q(x) =0, deux points M =p(x) et

M’ =p(x’) sont dits conjugués par rapport a I' si B(x,x’)=0, ou B désigne la forme
polaire de la forme quadratique Q.

L’assertion qui suit découle directement de cette définition.

(25-1) Proposition : un point est conjugué de lui-méme par rapport a une conique si,
et seulement si, il appartient a celle-ci.

* Polaire d’un point par rapport a une conique

Soit B la forme polaire de Q, considérons un point My =p(x(), I'application
suivante :
E— R
x ~— B(xg,x)
est une forme linéaire.
+  Si elle est non nulle, son noyau F est de dimension 2, p(F) est une
droite.
. Si elle est nulle, comme, par définition, xy est non nul, Q est de rang
inférieur a 2, la conique est alors dégénérée.
Dans le premier cas, I’ensemble des points conjugués de M par rapport a T
est la droite p(F) et dans le second, c’est P tout entier.

Définition : étant donnée une conique I et un point M, lorsque ’ensemble des
conjugués de M par rapport a I' est une droite, celle-ci s’appelle la polaire de M et on
la note M® - a condition toutefois qu’il n'y ait pas ambiguité sur la conique.

N.B. Si les coordonnées de M sont (Xp, Yo, Zo) :
Q (XOIYOITO ’ XIY/Z) =0
est I’équation de la polaire de M, ou bien c’est I'équation triviale 0= 0. Explicitement,
si I’équation de I' s’exprime :
aX2+bY2+cZ2+2dYZ +2eZX +2fXY =0,
’équation de la polaire de M s’exprime :
aXoX +bYoY+cZoZ +d(YoZ + ZoY) + e(ZoX + XoZ) + fiXoY + YoX) =0.
Elle prend la forme suivante :
(aXo +fY0 + EZo)X + (on + bYo + dZo)Y . (€X0+ dYo + CZo)Z =0.
ou encore, sous forme matricielle :

afelX
[ Xo Yo Zo][fb d]I:Y]=O
edcllLZ

Sous forme condensée, ceci s’écrit :
t%0S £=0.
(25-2) Théoréme : si une conique est propre, tout point du plan admet une polaire et
'application :
P— P*
M -~ M°
est une homographie.
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Démonstration : notons S la matrice de la conique relativement a un certain repeére.
Si les coordonnées de M sont (X,Y,Z), les coordonnées homogenes (u,v,w) de sa
polaire sont données par la relation suivante :

[uvw]l=[XYT]S
Comme S est de rang 3, on a un isomorphisme de E sur E*. Il induit bien une
homographie de P sur son dual. <

Nous exploiterons ce résultat un peu plus loin. Dans l'immédiat,
contentons nous de donner de la conjugaison une interprétation géométrique a la
fois frappante et féconde.

* Points conjugués par rapport a une conique propre

(25-3) Théoréme : étant donnés une conique propre T et deux ses points A et B,
distincts, deux points M et N de (AB) sont conjugués par rapport a T si, et seulement
si, il sont conjugués harmoniques par rapport a A et B.

Démonstration : les points A et B étant distincts, on peut choisir une base (eg,e;,€)
de E, telle que:
A =p(eo) et B=p(e).
Soit M et N, deux points de (AB), il s’expriment :
M =p(Xeg+Ye;) et N=p(X'eg+Y'ey)
Soit Q(x) =0 une équation de T, comme A et B appartiennent a cette conique, on a
Q’(eg) =Q(e1) =0. On en déduit que:
B(Xeg+Yeq,X’eg+ Y'e1) = (XY’ + YX’) B(eg, €1).
Si I'on avait B(ep,e1) =0, on aurait toujours :
Q(XEO *+ Yel) =2XY B(EO v 81) =0
et la conique serait dégénérée. Ce cas étant écarté, on a :
M et N sont conjugués < XY’'+YX'=0.
Il s’ensuit que :
o si Y#0 alors, M est distinct de A, N l'est aussi, on a donc Y’ #0 et ainsi :
XY'+YX'=0 & é:—é < [A,B,M,N]=-1,
. si Y=0 alors X#0 et ainsi :
XY+YX'=0 & Y'=0 & M=N=A.
Ce qui justifie 1’assertion avancée. <

L’alternative de la situation que nous venons d’étudier est celle ot une
droite et une conique ont en commun un point double. Caractérisons ce cas.

(25-4) Lemme : une droite et une conique ont en commun un point double si, et
seulement si, la droite est la polaire de ce point.

Démonstration : on considére toujours une conique T, d’équation Q(x)=0. Soit
A =p(eo) I'un des ses points. Soit B=p(e;) un point distinct de A, un point de la
droite (AB) s’exprime M= p(Xeg+ Yey). Compte tenu de :

Q(Xeo+ Ye1) =2XY B(eg, e1) + Y2Q(e1) = Y[2X B(ep, 1) + YQ(e1)]
L’appartenance de M a I s’exprime :

Y[2XB(eo, e1) + YQ(e1)] =0

La solution évidente Y=0 - le point A - est double si, et seulement si, B(eg,e1)=0,
c’est-a-dire si B est conjugué de A par rapport a T. <

Compléments de géométrie 2 — Chapitre V. Géométrie projective des coniques



64

* Tangentes aux coniques propres

Définition : on dit qu’une droite est tangente a une conique propre si elle la
rencontre en un point double.

Le lemme précédent trouve une forme plus lisible.
(25-5) Théoreme : les tangentes a une conique propre sont les polaires de ses points.

On en déduit une nouvelle caractérisation géométrique de la polaire d’un
point.

(25-6) Corollaire 1 : étant donnée une conique T, par tout point M n’appartenant pas
aT, il passe deux tangentes a cette courbe, les points de contact sont les intersections
de la polaire M®, par rapport a I.

Démonstration : si la polaire M° partageait avec la conique

un point double, M appartiendrait a T, c’est exclu. La d
polaire de M coupe donc I en deux points N et N’ qui sont .
conjugués de M. Ce point appartient donc a N° et N’° qui M
sont les tangentes en N et N' aT. < ke
Remargque : par tout point du plan non situé sur T, il passe deux tangentes, réelles
ou imaginaires conjuguées. On définit 1'extérieur de la conique comme 1’ensemble
des points ou ces tangentes sont réelles.

(25-7) Corollaire 2 : étant donnés deux points distincts M et N d’une conique T, si P
est un point de la droite (MN), la polaire de P par rapport a I est aussi la polaire de
ce point par rapport aux tangentes en M et N.

Démonstration : soit Q le point commun aux tangentes en P
M et N, ce qui précéde montre que (MN)=Q° comme P
appartient a cette droite, ce point est conjugué de Q par

rappport a I'. La polaire de P passe donc par Q. De plus, elle A\
passe par le conjugué harmonique de P par rapport 2 M et ’) Q
N. La conclusion en découle immédiatement. <

M
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* Remarques sur les polaires par rapport a une conique dégénérée

(25-8) Proposition : tout point d’une droite double est conjugué de tous les points du
plan et les points d’une droite double constituent la polaire de tout autre point du
plan.

Démonstration : les points d’une droite double consitituent son noyau, ils sont
conjugués de tous les points du plan. Ils forment ainsi la polaire de tous les autres
points . <

(25-9) Proposition : étant données deux droites d et d’ distinctes, soit O leur point
commun. On note T la conique dud’. Le point O est conjugué de tout point du plan
et tout autre point M admet pour polaire, par rapport a T, la droite conjuguée
harmonique de (OM) par rapport a d et d’.

Démonstration : le noyau de I est le point O, commun aux deux droites. Tout autre
point admet pour polaire une droite qui passe évidemment par O. Pour le reste, la
démonstration 25-3 vaut aussi dans ce cas. <

Remarque : on peut constater que la notion de
polaire ne présente guére d’intérét pour les
droites doubles. Elle était déja connue pour les
réunions de deux droites mais elle voit
désormais sa portée considérablement accrue.
En effet, il est possible de méler polaires par
rapport a une conique propre et a des coniques
dégénérées, comme sur le schéma ci-contre.
Nous laissons le lecteur imaginer tout le parti <<
qu’il peut en tirer - notamment en termes de

constructions géométriques. C’est, avec le

théoréme de Chasles-Steiner (cf §27), 'un des

ressorts essentiels pour les exercices les plus classiques.
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§26. La réciprocité polaire

Rappelons que si une conique est propre, l'application suivante est une
homographie :
x:P— P*
M -~ M°

Définition : I'homographie réciproque de m associe a toute droite D de P, un point
qu’on appelle son péle par rapport a I'. On le note D°.

Remargque : qu’il soit bien clair qu’on a toujours :
°°=M et D°°=D.

Les assertions qui suivent découlent immédiatement du fait que 7 est une
homographie.

(26-1) Théoreme : M et D désignant respectivement un point et une droite, pour
une conique non dégénérée donnée, on a:

«  si M décrit D, M° décrit le faisceau des droites qui passent par D°;

«  si D décrit le faisceau des droites qui passent par M, D° décrit M°.

En outre le birapport de quatre points alignés est égal au birapport de leur
quatre polaires. En particulier, cette correspondance associe divisions harmoniques
et faisceaux harmoniques.

On retiendra, en particulier, ce qui suit.

(26-2) Corollaire : MeD & D°e M°.
N.B. Si S désigne la matrice de la conique relativement a un certain repeére, les

coordonnées (X,Y,Z) du poéle de la droite de coordonnées (u,v,w) vérifient la

relation :
X u
ihof
T w

et s’expriment sous forme condensée :
?26°=S"1t7¢.

L’assertion qui suit reformule des propriétés déja démontrées.

(26-3) Proposition : étant donné une conique propre T et une droite D :
D°e D & Desttangentea I’
et dans ces conditions, le pole de M est le point de contact avec T

On en déduit immédiatement la proposition qui suit.
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(26-4) Corollaire : la relation :

u
[u v w] S—1[U}=O

w
sous forme condensée :
26 S1t2¢,
est une condition nécessaire et suffisante pour que la droite de coordonnées
homogenes (u,v,w) soit tangente a la conique d’équation t.2°S. 2"

Définition : la relation ci-dessus est appellée équation tangentielle de la conique.

En fait, on est en présence de l'équation de la conique de P* qui est
I'ensemble des tangentes a la conique donnée.
* Droites conjuguées

(26-5) Proposition : étant données une conique et deux droites D et A, on a toujours :
D°e A & A°eD.

Démonstration : il découle immédiatement du corollaire 26-2 que :
D°e A & A°e D°°=D. <

La définition qui suit prend alors tout son sens.

Définition : deux droites sont conjuguées par rapport a une conique si le pole de
I"'une appartient a l'autre.

Nous laissons a chacun le soin de vérifier que cette propriété est, tout
bonnement, la conjugaison des éléments du dual par rapport a la conique duale de
celle considérée.
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§27. Génération projective des coniques

Nous avons établi que toute droite passant par un point d’une conique
propre la recoupe en un second, distinct, a une exception pres, la tangente au point
considéré. Il existe donc une bijection entre la conique et le faisceau des droites
passant 1'un de ses points, arbitrairement choisi. Cette constatation, a priori banale,
conduit & des résultats essentiels, autant sur le plan théorique que d’un point de vue
pratique.

* Théoreme de Chasles-Steiner

(27-1) Théoréme : étant donnée une conique propre, on désigne par M son point
courant et l'on en considére deux points A et B. L’application :
A * ey B *
(AM) — (BM)
est une homographie entre les faisceaux A* et B¥, telle que :
* (AB) soit I'image de la tangente en A,
* (AB) ait pour image la tangente en B.

Démonstration : si A et B coincident, h est 1’application
identique de A*, écartons ce cas. Soit I la conique donnée, R
on note I le point commun a ses tangentes en A et B, on
en choisit un point arbitraire C différent que A et B et 'on
considere 1’homographie f, de A* sur B*¥, qui tansforme : £
(AI) en (BA), (AB) en (BI) et (AC) en (BC)

Soit M un point quelconque de T, on note : M

P=(AB)n(CM), Q=(AM)n(BC) et R=(AC) n(BM). Q
Il découle des propriétés du quadrilatére complet que la X
droite (QR) est la polaire de P, ainsi les points Q et R sont
conjugués de P par rapport a I'. Le corollaire 25-6 montre
que I est aussi conjugué de P. On en déduit que ce point
est aligné avec Q et R. Or, I est le centre de ’homographie I
f. Cet alignement justifie que (BM) est 'image de (AM)
par f (1). Ainsi, cette homographie est l’application introduite dans 1’énoncé. <

N.B.  Ce théoreme vaut encore si la conique est dégénérée en deux droites
distinctes A et A’, sous réserve que A et B soient situés sur 1'une d’elles et distincts
du point commun. Si A et B appartiennent a A, 'homographie obtenue est la
perspective duale dont I'axe est A’. La droite A= (AB) est alors sa propre image.

1 Ceci renvoie au théoréme 9-2, dans sa version duale évoquée a I'exercice 12.
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* Probléme réciproque

(27-2) Théoréme : étant donnés deux points distincts A et B, on note 8 la droite qui
les joint et 'on considére une homographie #, telle que :
h:A* — B*
d - d
Le lieu des points communs a d et d’ est une conique :
« propre si h(3) #3, tangente en A a h~1(3) et en B a h(3) ;
« dégénérée si h(3) =5 et dans ce cas, elle contient 8.
Démonstration.

1) Si 8 =h(8)#8 , on note §” =h-1(5). Soit C \fd) e

le point commun a & et §”, on choisit un repeére

projectif dont les trois premiers points sont A, B o

et C. Les droites &', 8” et 8 ont alors pour

coordonnées homogeénes : g o

(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1). = -

Dans ces conditions g A\y=0 Xzo/B\
 une droite D de A*admet pour coor-

données homogenes (0,v,w) & e

 une droite D’ de B* admet pour coor-
données homogenes (u”,0,w’).
Si d’ =h(d), ces coordonnées sont liées par des relations linéaires :
u'=av+bw
{w’ =cv+dw
Comme h(8”)=8 eth(8)=8',ona:

{0=a 1=b
1=c ¢t Jo=d

Ce qui montre que si d admet pour équation vY+wZ=0,d" a pour équation
wX+vZ=0. Les coordonnées de leur point commun vérifient :

vY+wZ=0

{wX +vZ=0
Deux droites d et d’ passent par le point de coordonnées (X,Y,Z), si et seulement si,
ce systeme linéaire homogene de deux équations, des inconnues u et v, admet une
solution non triviale. Or, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit
ainsi est :

XY-2Z2=0.
Le point M décrit donc la conique correspondante. Les droites 8” et 8’ la rencontrent
respectivement en A et B. Ces points étant doubles, si cette conique était dégénérée,
ce serait la droite double d’équation Z2=0, c’est exclu. Cette conique est donc propre
et tangenteen Aa §”,enBaé’.

2) Si h(8) =3, h est une perspective duale. Les points M en décrivent 1’axe.

L’ensemble considéré est alors la réunion de cette droite et de 8. <
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* Birapport de quatre points d’une conique propre
Le théoréme de Chasles-Steiner peut se reformuler comme suit.

(27-3) Corollaire : étant donnée une conique propre I' et cinq de ses points : A,B,C,D
et O, le birapport des droites :

[OA,0B,OC,OD]
est indépendant du point O.

Ce qui donne corps a la notion de birapport de
quatre points d’une conique qui se définit naturellement.

Définition : si A,B,C,D sont quatre points d’une conique T,
leur birapport est celui de quatre droites qui les joignent a
un méme point arbitrairement choisi sur I'. Autrement dit,
O étant un point de T, on pose :
[A,B,C,D]=[OA,0OB,OC,0OD]

Ainsi, toute conique propre est intrinséquement
dotée d’une structure de droite projective, ce qui étend le e
champ de la notion d’homographie. Toute perspective
d’une conique sur une droite, ou inversement, est une
homographie, pourvu que le centre soit choisi sur la
conique. On peut aussi considérer le groupe projectif d’une
conique.

M

M

* Conique passant par cinq points

(27-4) Théoréme : par cinq points, données distincts et tels que quatre d’entre eux ne
soient pas alignés, il passe une conique, et une seule (1).

Démonstration : soit A, B, C, D, E les cinq points donnés, si trois d’entre eux sont
alignés, la droite qui les joint ne contient aucun des deux autres, il est donc toujours
possible de supposer que (AC), (AD) et (AE) sont des droites distinctes, ainsi que
(BC), (BD) et (BE). Dans ces conditions, elles forment des repéres projectifs des
faisceaux A* et B*, respectivement. L’homographie h de A* sur B* qui tranforme
(AC) en (BC), (AD) en (BD) et (AE) en (BE) définit une conique passant par les cinq
points en question. Réciproquement, si une conique passe par ces cinq points, elle
définit ’homographie h. <

Remarque : on notera que la donnée de deux points peut étre remplacée par celle
d’une tangente et son point de contact sans modifier foncierement la démonstration
précédente.

Si %Jat're des points appartiennent a une droite D, les cinq appartiennent a toute conique dégénérée formée
de D et d’une droite quelconque Jpassant pas le cinquieme — et si tous les points sont sur D, 1% appartiennent
a toute conique formée de D et dune droite quelconque. Ces cas ne présentent donc aucun intérét.
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§28. Triangles autopolaires — équations réduites

Définition : un triangle est dit autopolaire, pour une conique propre donnée, si ses
cOtés sont les polaires de ses sommets ou, ce qui est équivalent, si ses sommets sont
les poles de ses cotés.

Les triangles autoplaires sont de deux sortes, on peut les définir comme suit.
On considére une conique propre T.

» On choisit arbitrairement deux points
conjugués A et B, n"appartenant pas a I' le troisieme
sommet est l'intersection C des polaires A° et B°. Il
n’est pas non plus situé sur I'.

¢ On choisit arbitrairement un sommet A
sur I'. Sa polaire est la tangente en A, c’est un c6té
du triangle, celui-ci contient un second sommet, on
le choisit arbitrairement, on le note B. Ce point
n’appartenant pas a I', sa polaire est une droite
passant par A, distincte de (AB), c’est un c6té du c
triangle. Alors, la polaire du troisieme sommet, C,
ne peut étre que le troisiéme c6té (AB). Ce qui fait (COS
que C est l'intersection de I et de B°.

Dans les deux cas on a bien défini un
triangle autopolaire. A

(A%)

On considere une conique propre I'. On choisit un repére projectif dont les
trois premiers sommets forment un triangle ABC, autopolaire par rapport a T.
Considérons I'équation la plus générale d’une conique :

afelX
[XY Z][f b d“Y]=o.
edcllZ
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Nous avons montré qu’il y a deux cas possibles. Envisageons les tour a tour.
« Si aucun des points considérés n’appartient a I', les points de
coordonnées :
(1,0,0) , (0,1,0) et(0,0,1)
ont pour polaires respectives les droites d’équations :
X=0, Y=0 et Z=0.
Ce qui se traduit :
f=e=0puis d=0.
L’équation de I' est donc de la forme :
axX2+bY2+¢Z2=0,
ou a, b et ¢ sont non nuls. Si ces trois coefficients étaient de méme
signe, on serait en présence d’une conique sans point réel. On peut
donc, quitte a échanger l'ordre des sommets, supposer que cette
équation peut se mettre sous la forme suivante :
02X2 + B2Y2-y272=0.
En multipliant les vecteurs de base par o, B et y (1), I'équation prend la
forme réduite :
X2+Y2-72=0.

. Si les droites (AB) et (BC) sont les tangentes a la conique en A et C, les
points de coordonnées :
(1,0,0) , (0,1,0) et (0,0,1)
ont pour polaires respectives les droites d’équations :
Z=0, Y=0 et X=0.
Ce qui se traduit :
a=f=0 , puisd=0 , puisc=0.
Léquation de T est donc de la forme suivante :

bY2+2eXZ=0.
On peut toujours modifier le repere de fagon que cette équation prenne
la forme :
Y2-2XZ =0.

Ce qui revient a modifier le choix du quatriéme sommet du repére.
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§29. Interprétation projective de propriétés affines

Ce qui précede trouve une interprétation remarquable dans le cas ou le plan
est donné affine, en considérant un triangle autopolaire dont un c6té est la droite de
I'infini. Les résultats sont connus, certes, mais cette relecture s’effectue sous un jour
bien différent puisque désormais tout ceci tient en quelques idées.

* Coniques a centre

(29-1) Théoreme : si une conique propre I' posséde deux points a l'infini distincts
(réels ou imaginaires conjugués), on note C le pdle de la droite de l'infini. On
consideére deux points a l'infini distincts A et B, conjugués par rapport a T, alors :

«  Cest centre de symétrie de T,

*  (CA) est axe de symétrie oblique de T, suivant la direction de (CB).

Il est possible de choisir un repeére affine dont (CA) et (CB) sont les axes de
coordonnées et tel que I'équation cartésienne de T soit de 1'une forme des formes
suivantes :

x2+y2=1 ou x2-y2=1.

* Asymptotes

(&

(A°)

Considérons une hyperbole. Les tangentes en ses points a I'infini se coupent
au poéle de la droite de l'infini, c’est-dire au centre de la conique. Ces deux droites
sont donc les asymptotes. On retrouve ainsi I’équation cartésienne de 1’hyperbole
rapportée a ses asymptotes :

xy=1.

* Parabole

Compléments de géométrie 2 — Chapitre V. Géométrie projective des coniques
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e A S

(29-2) Théoréme : étant donnée une conique propre I' tangente a la droite de l'infini
en A, on considére un point a l'infini B distinct de A et I’on note C, le point de
contact de la seconde tangente a I', issue de B. La droite (AC) est axe de symétrie
oblique de T suivant la direction de (BC).

Il est possible de choisir un repere affine dont (CA) et (CB) sont respecti-
vement ’axe des abscisses et des ordonnées, ou 1’'équation cartésienne de T soit de la
forme :

y2=x.

* Vocabulaire

Les axes de symétrie oblique des coniques sont appelés diametres.

Les diametres d'une ellipse ou d’une hyperbole sont ainsi toutes les droites
qui passent par son centre.

Les diametres d"une parabole sont toutes les droites passant par son point a
I'infini.
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§ 30. Interprétation projective de propriétés métriques

La donnée d’une structure euclidienne distingue, parmi les involutions de
la droite de l'infini, la conjugaison harmonique par rapport aux points cycliques.
C’est la caractérisation projective des directions orthogonales.

* Axe d'une parabole

Etant donnée une parabole, on note que le repére considéré a la section
précédente n’est orthogonal que dans un seul cas, si B est le conjugué harmonique
de A par rapport aux points cycliques. Ce qui montre que la parabole admet un seul
axe de symétrie orthogonale.

* Axes des coniques a centre

Etant donnée une conique a centre, le repére considéré au début de la section
précédente est orthogonal si les points, notés A et B, sont a la fois conjugués
harmoniques par rapport aux deux points & l'infini de la conique et aux deux points
cycliques. On écarte, évidemment, le cas du cercle, pour lequel ces deux conditions
coincident.

On rapporte le plan a un repére orthonormé et 1’on considére les
coordonnées homogenes (X,Y,0) des points a l'infini, relativement au repére
projectif associé.

Les points cycliques sont caractérisés par 1’équation :

X2+Y2=0
et les points a l'infini de la conique par une équation de la forme :
aX2+2bXY +cY2=0.
Un couple de points de coordonnées (X,Y,0) et (X’,Y’,0) répond a l'attente si, et
seulement si :
XX"+YY'=0 et aXX'+b(XY' +YX')+cYY' =0

La premiere condition se traduit :

X, Y)=(-Y,X).
Les solutions sont donc données par I'unique équation :

bX2+ (c-a)XY-bY2=0
Le discriminant A= (c-a)2+ b2 ne s’annule que si :
a=c et b=0.

Cette condition caractérisant les cercles, elle n’est pas vérifiée, alors ou bien :

. b#0, les racines du trinéme bx2+ (c—a)x—b sont de la forme o et —%,ce
qui donne les solutions :
(@,1,0) et (-3,1,0)
qui s’écrivent encore :
(o,1,0) et (-1,c,0)
. b=0, alors c—a#0, les solutions sont alors (1,0,0) et (0,1,0).
On a donc toujours une paire unique de solutions réelles. Ce qui établit 1’existence

de deux axes de symétrie orthogonale, pour toute autre conique a centre que le
cercle — ce qu’on savait déja.
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* Théorie Pliikerienne des foyers

Pour conclure, donnons, trés briévement, a titre essentiellement informatif
la caractérisation projective des foyers et directrices d’une conique.

On considere une conique réelle T', qui n’est
pas un cercle. Par chacun des points cycliques il
passe deux tangentes. Si I' n’est pas non plus une
parabole, ces droites sont au nombre de quatre, deux
a deux conjuguées. On note t et t’ les tangentes
issues de I, t et t’ celles Issues de J. Le quadrilatére
complet, ainsi formé, admet pour sommets :
. outrelet]:
¢ deux points réels
F=tnt et F=t'nt’
deux points imaginaires conjugués
G=tnt’ et G'=t'nt.
Les diagonales (FF’) et (GG’) sont deux droites
réelles. Elles se coupent en O. Le triangle OIJ étant
autopolaire, ce point est le centre de T et il est
immédiat que (FF’) et (GG’) en sont les axes.
Considérons le point F, les
tangentes t et t’ sont les droites isotropes
(FI) et (FJ) du faisceau F*. Considérons
deux points M et M” de T, on note T le
point commun aux tangentes en M et
M’, U le point commun a (MM’) et (FT)
et V le point commun a (MM’) et la
polaire F° de F. Comme :
V=F°nT®°
(FT) est la polaire de V. On en déduit
d’une part que:
[M,M’,U,V]=-1. J
d’autre part que :
[FI,FJ,FT,FV]=-1.
Il s’ensuit que (FU) et (FV) sont
perpendiculaires, puis que (FU) et (FV) v
sont les bissectrices de ’angle MFM’.
Revenons a une vision classique des choses. La propriété

I
()

précédente entraine, en particulier, que : M
FM VM "
FM'=VM"
Désignons par m et m’ les projections orthogonales de M et M’ sur m F
la droite F°, il vient :
FM VM Fm v

FM’'~VM'~Fm’*
On en conclut que le rapport % est indépendant du point M.

Université de Nantes - C.T.E.U.



77

On retrouve ainsi les deux foyers réels F et F’, auquels se joignent les deux
foyers imaginaires conjugués G et G’. Les directrices associées étant les polaires de
ces points par rapport a I

w 'A‘;’ <

Gr

Dans le cas de la parabole, une des tangentes isotropes est la droite de
l'infini, il n"y a donc plus qu’un seul foyer, il est réel. De son c6té le cercle admet lui
aussi un seul foyer, son centre, et sa directrice est la droite de l'infini.

/
cop)
I
F
J
]
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Afin d’illustrer, la fécondité de ce nouveau point de vue, démontrons,
d’une phrase, une propriété laborieusement justifiée, en exercice, par des voies plus
traditionnelles.

Considérons une sécante MM’ passant
par le foyer F. Les tangentes en M et M’ se
coupent en un point T de la polaire de F, c’est-
a-dire de la directrice A, associée a F. Les droites
(MM’) et (FT) sont alors conjuguées harmo-
niques par rapport aux tangentes issues de F.
Ces dernieéres étant les droites isotropes du
faisceau F*, les droites (MM’) et (FT) sont
perpendiculaires.

On en déduit, en particulier, que la
portion de tangente comprise entre le point de
contact et une directrice est vue du foyer associé
sous un angle droit.
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Guide de travail pour L6

Droites et plans — point de vue empirique

Le chapitre I entend donner aux points a l'infini un statut autre que
purement combinatoire, il est a parcourir rapidement. Les sections 5 a 8 du
chapitre II donnent corps a la notion de transformation projective. On peut,
dans un premier temps, se contenter d’une assimilation superficielle —
notamment on peut passer rapidement sur les questions techniques relatives
aux homographies - on retiendra tout garticuliérement e théoreme
fondamental 8-5, il ouvre immédiatement de nombreuses applications. La
section 9 en donne un échantillon significatif, illustrant, notamment, le role
essentiel de la notion de repére projectif.

Produits de perspectives

Dans les exercices qui suivent, le cadre est le plan usuel complété de ses
point a l'infini et d en désigne une droite donnée.

Des considérations de nature lpurement géométrique donnent un certain
nombre d’informations sur les homographies de d. On trouvera des
explications théoriques, plus loin dans le cours (cf. § 11, 12 et 18).

I

On consideére trois points distincts A, B et C de d,

1) Justifier l’existence d’une homographie fde d, unique, qui laisse A
invariant et échange B et C.

2) Donner une construction de 'image par f d’un point M, quelconque. En
déduire que f est une involution (1).

3) Montrer qu’il existe un second point, distinct de A, invariant par f.

I

1) Montrer que toute homographie de d, laissant deux points invariants, est
le produit de deux perspectives.

2) Montrer que parmi les homographies laissant invariants deux points
distincts, donnés, une seule est involutive. ‘

I

1) Etant donnés cinq points A, B, B’, C, C’ de d, composant deux repéres
projectifs distincts (A,B,C) et (A,B’,C’), on considere I’'homographie f qui trans-
forme B en B’, C en C’ et laisse A invariant.

a) Montrer que f est le produit de deux perspectives.
b) Montrer que f admet, en général, un second point invariant. Préciser
les cas d’exception.

2) Déduire de ce qui précéde qu'une homographie f de d, admettant un point
invariant, et un seul, est bien déterminée par la donnée de celui-ci et de I'image
arbitraire d’un autre point arbitrairement choisi (2).

3) Montrer que les homographies laissant invariant un point donné, et un
seul, auxquelles on ajoute l'application identique de d, forment un groupe.

Quand on parle d'involution de 4, il s"agit d’homographie involutives, c’est-a-dire telle que f=1Id,.

11 apparait ainsi qu'un unique point invariant compte pour deux. Ce qui reflete 'aspect algébrique de la
question
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v
Faire un bilan des informations obtenues, dans les exercices précédents,
apres avoir établi que toute homographie de d se décompose en un produit de trois
perspectives.
Retour sur les théorémes de Pappus et de Desargues

\4
Démontrer le théoréme de Pappus en composant deux perspectives bien

choisies.
VI
Démontrer le théoréme de Pappus et le théoréeme de Desargues en utilisant
leurs formes affines (cf. exercices 12 et 13 de géométrie affine)

Birapport - abscisse projective

Un retour les mécanismes justifiant I'intervention des homographies dans ce
cadre ne sera peut étre pas inutile, ne serait-ce que pour se persuader
qu’une bonne part de ce qui semblait ardu, en premieére lecture, est devenu
naturel.

v

Un repere projectif d'une droite, du plan affine réel, étant donné, construire
le point d'abscisse projective x, donnée (1).

) VI

Etant données deux droites d et d’, soit O leur point commun, on consideére
le produit f des deux perspectives :

« mdecentre A de d sur d’

« 7 de centre Bded surd
On suppose que A et B ne sont pas alignés avec O. Montrer que f laisse invariant un
point C, autre que O. Soit M le point courant de d, M’ son image par f, évaluer le
birapport [O,C,M, fiM)] en fonction du birapport de droite [d,d’,(OA), (OB)].

X

On considere une homographie f de d.

1) Démontrer que f est une involution si, et seulement si, elle échange deux
points distincts (proposition 12-3) par une autre voie que celle proposée dans le
cours.

2) Démontrer que f est soit une involution soit le produit de deux
involutions (proposition 12-4), autrement que dans le cours.

X
Etant donnés un triangle de c6tés a, b, c et trois points P, Q, R situés sur ses trois
cOtés. On considere les perspectives suivantes :

. T :a—— b, de centre R,

s ' : b—— ¢, de centre P,

. n” : c—— a, de centre Q,

1) Montrer que leur composition donne une involution.

2) Examiner le cas particulier oit P, Q et R sont alignés.

On peut s’appuyer sur les définitions ou utiliser I'invariance du birapport par les perspectives et constater
que le premier point de vue justifie le second.
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Dualité

Le concept de dualité est essentiel, y compris du point de vue pratique. On
s’en tient provisoirement au point de vue rudimentaire présenté a la section
3. Il sera justifié dans les formes dans le cadre de la section 20.

Xi

1) Qu’entend-on par perspective entre deux faisceaux de droites ?

Enoncer le théoréme qu’on obtient en appliquant au dual le théoréeme 9-1.

2) Etant données, deux droites d et d’, un point O qui n’appartient & aucune
d’elles, deux points A et B alignés avec O, une droite quelconque, passant par O et
coupant d en P et d” en Q, on considere l'intersection M de (AQ) et de (BP).
Déterminer le lieu de M.

3) Enoncer le résultat obtenu en appliquant ce qui précede au dual de P.

X
Qu’entend-on par le centre d’'une homographie entre deux faisceaux ?

X1
Théoreme de Pappus dual

1) Justifier I’énoncé suivant — qu’on retiendra.

Si deux triangles ABC et A’B’C’ sont en perspective de deux points, avec les
correspondances suivantes :

ABC,B'C’A’ et ABC,C'A’'B’,
ils le sont d'un troisiséme avec la correspondance :
ABC, A'B'C".

Autrement dit, si (AB’), (BC’) et (CA’) sont concourantes, ainsi que (AC’), (BA’) et
(CB’), alors (AA’), (BB’), et (CC’) sont concourantes.

2) A quelle condition le troiséme centre de perspective est-il aligné avec les
deux premiers ?
@ 3) Donner une démonstration utilisant des arguments qui, exception faite de
I'intervention de points a l'infini, sont a la portée d'un éléve de quatriéme.

Involution de Desargues

Compléter la lecture du chapitre II. Nous n’en n’exploitons pas toutes les
possibilités dans 'immédiat.
) XIV

1) Etant donnés deux triangles ABC et PQR, on note :

* P, 4,7 les paralleles a (QR), (RP) et (PQ) passant respectivement par A, B

etC,

. a, b, c les paralleles a (BC), (CA) et (AB) passant respectivement par P, Q

et R.

Montrer que p, q et r sont concourantes si, et seulement si, a, b et ¢ le sont.

2) Enoncer les théorémes obtenus en appliquant au dual le deuxiéme
Desargues (12-5), ainsi que son corollaire (12-6).

3) Etant donnés un triangle ABC et une droite coupant (BC), (CA) et (AB) en
P,QetR,onnotea,b,c,p, g et r des droites paralléles passant par A, B, C, P, Q et R.
Un triangle P'Q'R’ a ses trois sommets respectivement situés sur p, g et r. Montrer
que les points respectivement communs a a et (Q'R’), b et (P'Q’), c et (P’Q’) sont
alignés.

Compléments de géométrie 2 - exercices
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XV
Etant donné un point S et un triangle ABC dont aucun coté ne passe par S,
les perpendiculaires en S a (SA) (SB) et (SC) coupent respectivement (BC), (CA) et
(AB) aux points A’, B’ et C’ qu’on suppose ces points distincts des sommets A, B et C.
Montrer que A’B” et C’ sont alignés.
XVI
Etant donné un triangle ABC et un point H, on note A’, B, C’ les pieds de ses
céviennes et H' son symétrique par rapport a A’. Les paralleles, en H’, a (BB’) et (CC’)
coupent respectivement (AC) en B” (AB) en C”. Montrer que A’, B” et C” sont
alignés.
XvII
Etant donné deux triangles ABC et A’B’C’, montrer que si les perpendi-
culaires abaissées de A, B et C respectivement sur (B'C’), (C’A’) et (A’B’) sont
concourantes, il en est de méme des perpendiculaires abaissées de A’, B’, C’ sur (BC),
(CA) et (AB).
XVIIL
Déduire le premier théoréme de Desargues du second.

Deux reformulations
XIX

On dit que trois triangles forment un cycle s’ils sont inscrits 'un dans
I'autre, comme suit :

« le deuxiéme dans le premier,

e le troisiéme dans le deuxiéme,

»  le premier dans le troisieme.

Etant donné un triangle A’B’C’ inscrit dans un triangle ABC, montrer que
tout point d'un c6té de A’B’C’ est sommet d’un triangle venant compléter un cycle.

XX
@ Montrer que si cinq sommets d’'un quadrilatére complet sont situés

sur cinq c6tés d'un quadrangle, le sixiéme sommet du premier appartient au
sixieme c6té du second.

La théorie

Modifier les reégles d’incidence en décidant que des droites paralleles “se
coupent a l'infini” est une idée féconde. Cependant, cette opération n’a de
sens que si ’on est en mesure de banaliser le statut des nouveaux venus,
comme nous avons pu le faire pour la droite. La généralisation de la notion
d’homographie ne peut se concevoir,— raisonnablement — sans recours
explicite a I'algebre linéaire. Tel est le fil conducteur du chapitre III.

Qu'il soit bien clair que la notation p(#) est quelque peu abusive mais elle a
le mérite d’étre claire et d’éviter des circonlocutions désagréables.
L'argument #, désigne un objet de 1algebre linéaire, tantdt vecteur, espace
vectoriel, sous-espace ou isomorphisme. On gardera présent a I'esprit que,
s’appliquant a des vecteurs ou des isomorphismes, ona :

p#H=p($) © IA A#0 et #=1A 3.
ce quin‘a de sens que si $ est différent de 0.

Xx1
Les six valeurs du birapport

En utilisant les acquis du chapitre III, jutifier la régle (6-5), sur ’échange des
arguments d’un birapport.
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Le plan pour lui-méme

Les connaissances théoriques utiles sont clairement rappelées au debut de
la section 19. Il est possible d’en admettre I’essentiel, pourvu qu’on ait
compris les définitions.

XXII
1) Etant donné un repére projectif du plan, on est en présence d’un

quadrangle. Déterminer :
a) les équations de ses c6tés,
b) les coordonnées de ses trois points diagonaux,
c) les équations des droites passant par ces trois points, ainsi que les
coordonnées de leurs points d’intersection avec les cotés.
2) Expliquer la construction d’un point donné par ses coordonnées
homogenes relativement a un repére donné.
) XX
Etant donnés trois points non alignés A, B, C et une droite d ne passant par
aucun d’eux, montrer qu’'il existe un point D, unique, tel que (A,B,C,D) soit un
repere projectif et d admette pour équation, relativement a celui-ci :
X+Y+Z=0().
) XXIV
Etant donnés trois points non alignés A, B, C, on consideére les points
suivants :
« PetP’ de (BC) *QetQ’ de (CA) * Ret R’ de (BC),
différents de A, B et C. On note
p=[B,C,P,P], q=[C,A,Q,Q7] et r=[A,B,R,R’].
et 'on suppose que p, g et  sont autres que 0, 1 ou o,
1) Montrer que si pgr=1, alors :
(AP), (BQ) et (CR) concourantes ¢ (AP’), (BQ’) et (CR’) concourantes
P,QetRalignés < P’,Q’, R’ alignés
2) Montrer que si pgr=-1, alors :
(AP), (BQ) et (CR) concourantes < P/, Q’, R’ alignés
XXV
On considere un quadrilatére complet, on convient de noter A’, B/, C’ trois
de ses sommets alignés et A, B, C les sommets opposés. Une droite d coupe les
diagonales (AA’), (BB’) et (CC’) respectivement en P, Q et R. Soit P' le conjugué
harmonique de P par rapport a A et A’; Q' et R’ les points définis de fagon analogue.
Montrer que P’, Q" et R’ sont alignés.
) XXVI
Etant donnés cinq points A, B, C, D et E, d'un plan projectif P, tels que quatre
quelconques d'entre eux forment un repére projectif de P, on pose :

a=[AB,AC,AD,AE] , b=[BA,BC,BD,BE] et c=[CA,CB,CD,CE]
Déterminer une relation entre ces trois nombres.

1 On retiendra cette propriété.

Compléments de géométrie 2 - exercices
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Homologie
XXVII
Donner la construction de I'image d’un point quelconque par une :
+  homologie définie par la donnée de son centre, de son axe et de I'image
d’un point arbitrairement choisi.
«  élation définie par la donnée de son axe et de l'image d’un point
arbitrairement choisi.
XXVIII
@ Montrer que toute élation d’axe d est le produit de deux homologies de
méme axe dont l'une peut étre choisie arbitrairement.
Toute élation est le produit de deux homologies harmoniques.

XXIX
@ 1) Soit f=p(¢) une homographie du plan caractériser, en termes de valeurs

propres et de sous-espaces propres, le fait que :

«  flaisse trois point invariants et trois seulement,

«  fsoit une homologie,

e  fsoit une élation.

2) Montrer qu'une homographie de P admettant trois points invariants A, B
et C est le produit de deux homologies, 1'une de centre A et d’axe (BC) et 'autre de
centre B et d’axe (AC).

Caractérisation projective de polygones réguliers

On peut se poser la question :
qu’est-ce qu'une propriété projective ?
et trouver quelques éléments de réponse a partir de cas d’espéces simples.

XXX
@ Quelles sont toutes les images possibles par les homographies :
«  d’un triangle équilatéral,
. d’un carré,
¢ d’un hexagone régulier,
«  d’un pentagone régulier.

La complexification n’est pas un sujet d’application en soi, il convient
néanmoins de se familiariser avec les éléments imaginiaires des objets réels.
La derniére section du cours sur les coniques Reposera sur les réponses
aux questions posée ci-dessous.

XXXI
@ On considere un quadrilatére complet dont les cotés, pris deux a deux, sont
des droites imaginaires conjuguées. Combien possede-t-il :
. de sommets réels ?
«  de diagonales réelles ?
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La droite projective complexe

La droite projective complexe est le cadre adapté pour traiter nombre de
roblemes élémentaires ol des points se caractérisent par la propriété
d’étre cocycliques ou alignés.

XXXII
L’identification usuelle du corps des nombres complexes au plan affine

euclidien, via le choix d"un repére orthonormé, se prolonge au plan doté d’un point
a I'infini, unique et a la droite projective complexe p(C)= Cu{e}. Il est ainsi possible
de faire agir le groupe projectif de la droite complexe sur le plan.

1) Donner une interprétation géométrique du module et de 1'argument du
birapport de quatre points du plan. En déduire une propriété remarquable des
homographies de GP(C) (1).

2) Donner une interprétation classique du groupe des tranformations affines
de C.

XXXIII

On dit que quatre points du plan forment un quadrangle harmonique s'ils
forment un division harmonique dans C.

1) Etant donnés quatre points A, B, C et D, on note a, b, c et d leur affixes
respectives. Montrer que ABCD est un quadrangle harmonique si, et seulement si :

(a-m)2=(c-m)(d-m),
ou m désigne 'affixe du milieu de AB.

2) Qu’est-ce qu'un quadrangle harmonique dont trois points sont alignés ?

3) Construire le quatriéme sommet d'un quadragle harmonique dont les
trois premiers sont donnés distincts.

4) Soit 2 un nombre complexe donné par son image A, contruire les images
de racines carrées de a.

5) Les deux nombres complexes a et b étant donnés par leurs images,
construire les images des racines de 1'équation :

x2-2ax+b2=0.
XXXIV

1) Quels sont les éléments d’ordre fini du groupe GP(C).

2) Donner une construction géométrique de I'image d’un point quelconque
par 'homographie z — z’ décrite par la relation suivante :

(z'~1). (2-1) .
= eld
Z'+1) (z+1)" -~
ol o désigne un nombre réel donné.

Penser aux lieux des points M tels que (MA,MB) = a (mod T) ou encore tels que %‘;— =k, ou A et B sont deux
points donnés, o et k sont des réels donnés.

Compléments de géométrie 2 - exercices
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Coniques

Prendre connaissance du contenu des sections 24 a 27. Oon retiendra tout
spécialement le théoréme 25-3 caractérisant la conjugaison en termes de
d};’vision harmonique et le corollaire 25-6 caractérisant la polaire d’un
point comme étant la droite joignant les points de contact des tangentes qui
en sont issues. La section 27 doit étre étudiée avec la plus grande attention.

XXXV
Rapprocher les résultats des exercices 8 et 21 sur les coniques (cf. fascicule

d’exercices). En tirer une relation entre un foyer et sa directrice associée.
) XXXVI
Etant donnés une conique et quatre de ses tangentes issues de deux points
donnés, montrer que les quatre points de contact et les deux points donnés
appartiennent a une méme conique.
XXXVII
Le plan étant donné affine, on considére deux points A, B et une droite d ne
passant par aucun d’eux. Soit I un point de d, on note N le point courant de d et N’
son symétrique par rapport a L.
1) Montrer que le lieu du point commun a (AN) et (BN’) est, généralement
une conique propre &, passant par A et B. Déterminer sles tangentes en ces points. A
Préciser les cas d’exception ?
2) Déterminer les points a 'infini de &
XXXVIIL
Enoncer la forme duale des Théorémes de Chasles-Steiner.
Interpréter le résultat de 1’exercice VIII-18 du fascicule d’exercices, a la
lumiére des acquis de nature projective.
XXXIX
1) Une conique étant donnée par trois points A, B, C et ses tangentes en A et
B, construire la tangente en C et plus généralement la tangente en un point
quelconque.
2) Construire le point courant d’une conique donnée par cinq de ses points.
En construire aussi la tangente.

Homographies d"une conique i

On considére une conique propre &

1) Démontrer le théoréme suivant en s’inspirant de la démonstration
directe du théoréeme de Pappus, traitée en exercice. (cf exercice 6).

Théoréme de Pascal : si un hexagone est inscrit dans une conique, ses cotés opposés
se coupent en trois points alignés.

Justifier I’énoncé qui suit.

Théoréme de Brianchon:si un hexagone est circonscrit & une conique, les qui en
joignent les sommets opposés sont concourantes.

2) Donner une définition des homographies de #. Etablir l’existence d’un
axe d’homographie, dans un sens analogue a celui mis en évidence pour les homo-
graphies entre droites (cf. théoréme 9-2).

3) Caractériser les involutions de &
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Etudier les sections 28 a 30 elles ne constiuent en rien une conclusion car,
en fait, ce cours se termine sur une porte ouverte.

XLI

Le plan étant donné affine, on considére deux points distincts A et B et deux
droites d et d’, passant par B mais pas par A. On note U et U’ les points d’intersection
d’une droite passant par A avec d et d’. Déterminer le lieu du milieu M de UU’, en
préciser les branches infinies.

) XLII

Etant donnée une hyperbole .7 et deux de ses points A et B, on note M son
point courant. Montrer que les droites (MA) et (MB) découpent sur une asymptote
un segment de longueur constante.

) XLIII

Etant données deux droites perpendiculaires d et e, on note H leur point
commun. On considére deux points A de d et B de ¢, distincts de H.

1) Montrer qu’il existe une parabole & tangente a d en A et a e en B. En
déterminer le foyer, la directrice et 1’axe.

2) On note B’ et A’ les points ol les droites passant respectivement par A et
B et paralléles a e et d recoupent &2 Montrer que (A’B’) est I'image de (AB) par une
homothétie dont on déterminera le centre et le rapport.

XLIV

1) Redémontrer la propriété de l’exercice 36 en recourant a une
homographie bien choisie du plan. Puis montrer que la conique obtenue est
'ensemble des points M tels que les tangentes a la conique donnée, issues de M sont
conjuguées harmoniques par rapport a (MA) et (MA’).

2) A quelle condition cette derniére est-elle une hyperbole équilatere, dans le
cas ou la conique donnée est une parabole ?

Compléments de géométrie 2 - exercices
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Aides

I 1) L’existence et 1'unicité résultent du théoréme fondamental.
2) Il est possible de décomposer f en un produit de deux perspectives la
premiére est arbitraire le centre de la seconde est déterminé par le résultat attendu.
3) L'existence est facile a établir, mais il est malaisé de justifier 'unicité a
partir de considérations portant exclusivement sur l'incidence. On peut étre concis
et convaincant en se ramenant au cas affine - on supprime une droite bien choisie ...

i 1) On notera que le produit de deux perspectives entre deux droites d et d’
laisse invariant leur point d’intersection et le point situé sur la droite qui joint les
centres.

2) Enlever une droite, bien choisie, tout devient élémentaire.

v Se reporter a la remarque qui suit la démonstration du théoréme sur I’axe
d’homographie.

\ Avec les notations, du cours aller de (AB’) sur (AB) puis sur (CB’) de facon a
obtenir une perspective de centre B” ... qui transforme C” en A”.

VII On choisit arbitrairement une perspective qui transforme le point A en un
point a l'infini.

VIII Il s’agit d’une application de la conservation du birapport et de la définition
du birapport de quatre droites.

X 1 & 2) Expliciter I'application et traduire les 'hypothése relativement a un
repere, bien choisi.

X On applique la propriété revue dans le cadre de I'exercice précédent.

XI 1) Saider, au besoin, du tableau de la page 10 qu’on pourra compléter par

soi-méme au fur et a mesure qu’on avancera.
2) Penser au principe d’incidence (cf 8-6), on l'applique plusieurs fois, ce qui
permet de caractériser 1’application (AQ) — (BP).

XII Traduire le théoreme 9-2.
XIII 1) Rechercher des perspectives duales dans la version classique du théoréme
de Pappus.

2) Le troisiéme centre de perspective peut étre regardé comme le centre
d’une homographie entre deux faisceaux. Que signifie son alignement avec les
points de base de ceux-ci ?

3) Si des centres des perspectives sont situés a l'infini, le spectre de Thalés
n’est pas loin.

XIV 1) On considere l'involution de Desargues définie sur la droite de l'infini.
3) L’étude de la version duale de I'involution de Desargues n’était pas
gratuite.

XV On extrait un quadrilatére complet, I'involution de Desargues définie sur le
faisceau S* est bien particuliére.
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XVI Considérer la symétrie oblique d’axe (BC) qui échange H et H'. Elle induit
une involution de la droite de l'infini ...

xvill  On reprend les notations du cours, OABC et OA’B’C’ sont deux quadrangles.
Considérer leurs involutions de Desargues sur une droite bien choisie. La
conclusion de fagon immédiate.

XIX Si A”B”C” est inscrit dans A’B’C’ et ABC est inscrit dans A”B”C”, A” est sur
(B'C’), (A”C”) passe par B et C” est sur (A’B’) ... il s’agit alors alors bien d’une
reformulation d'un classique.

XX La difficulté est de “lire” la figure indépendamment de la définition donnée.

XXI Appliquer la définition de l’abscisse projective, en tenant compte de la
remarque qui la suit.

1) Une des relations est évidente, deux autres s’obtiennent sans difficulté et
la quatrieme se déduit des trois premiéres.

2) Appliquer ce qui précéde, afin de déterminer l’effet des autre transpo-
sitions possibles. Le résutat est alors immédiat.

Xx1v  Un choix judicieux du repére nous rameéne a une situation analogue a celle
des théorémes de Céva et de Ménélatis. S’inspirer de l’exercice 4 de géométrie affine.

xxv  Si l'on choisit judicieusement le repére, en tenant compte, notamment, du
résultat de l’exercice 23, la question se régle en quelques mots.

xxvi  C’est béte ! mais pas méchant.

xxvill - On pourra commencer par se persuader que le produit de deux homologies
de méme axe est, généralement, une homologie - les trois centres étant alignés. Le
cas d’exception est celui qui nous intéresse ici.

XXX  Penser que point fixe de f et vecteur propre de ¢, c’est la méme chose — ou
presque. Quelles sont les éventualités qui font que ¢ est diagonalisable ou pas ?

Xxx  Pour le triangle et le carré c’est évident. Pour ’hexagone régulier penser en
termes de triangles en perspective. On tombe alors sur un cas particulier de
I'exercice 13. Penser qu’une symétrie centrale est une homologie harmonique
particuliére. Quant au pentagone régulier il est en perspective du pentagone défini
par ses diagonales, a la fois de son centre et de la droite de l'infini. On peut conclure
en utilisant ce qui a été établi en géométrie affine.

XXXt Un élément est réel s'il est invariant par conjugaison.

xxxu 1) Les droites et les cercles du plan affine ont ici un statut commun les
premieres sont les lignes de la famille qui contiennent le point a l'infini.

xxxm 1) Se déduit de l'une des relations qui caractérisent les divisions
harmoniques.

3) Utiliser le résultat du point a.

4) Penser a faire intervenir de point d’affixe 1.

XXx1v  2) Faire intervenir les lieux géométriques suivant :
. €& des points M teles que % =k

«  Tgdes points M tels que (MA, MB) =6 (mod ),
ou A et B sont des points, bien choisis, et k, 6 sont deux nombres réels.
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xxxvl Considérer le quadrangle formé par les points de contact. Ses points
diagonaux ont méme polaire par rapport a la conique donnée et celle dont on veut
établir I’existence.

xxxvil 1) Il s’agit d"une application directe du théoréme de Chasles-Steiner. La
conique dégéneére dans deux cas.

2) Un des cas ou (AN) et (BN’) sont paralleles est évident. L’autre n’est pas
trés difficile a trouver. Il se peut que ces deux cas coincident.

xxxix Le quadrangle formé par les trois points donnés et le point commun aux
deux tangentes met a notre disposition un certain nombre de divisions harmo-
niques. En outre, la polaire d’'un point coupe la conique aux points de contact des
tangentes issues de celui-ci.

XL 1) Une perspective d'une conique sur sur droite est une homographie dans
la mesure o1 le centre est situé sur la conique.

2) Aller au plus simple. Ce n’est pas le fait du hasard, si le théoréme de
Pascal est apparu avant 'axe d’homographie.

3) La droite qui joint deux points homologues passe alors par le péle de l'axe
d’homographie. Ne pas oublier la réciproque !

XLI Une certaine involution de la droite de l'infini induit une homographie
entre les faisceaux A* et B* ... Le centre d’une conique est le péle de la droite de
I'infini.

XL Une perspective d’une conique sur une droite ... y compris si cette droite est

une tangente. Or, les asymptotes d’une hyperbole sont les tangentes en ses points a
l'infini. Une homographie d’une droite dont le seul point fixe est a I'infini est ...

XL 1) Au départ, les arguments sont ceux, classiques, déja utilisés dans 1'étude
des coniques.

2) Commencer par montrer que les droites (AB) et (A’B’) sont paralléles. On
peut faire intervenir la polaire du point D, commun a (AA’) et (BB’), penser que la
parabole est tangente a la droite de 'infini.

Une fois cette propriété acquise, on dispose, sur la droite (HD), de plusieurs
divisions harmoniques dont certaines englobent le point & l'infini de la parabole ...
On pensera a la caractérisation d’une division harmonique qu’on obtient en
prenant pour origine le milieu de deux de ses points.

XLV Une conique passant par les points cycliques est un cercle. Ce constat permet
de ramener le probléme a un exercice de géométrie élémentaire classique. Il suffit de
choisir judicieusement les points de la conique qu’on échange avec les points
cycliques (1).

Sans aller {usqu’é parler de “grand art”, il s’agit 12 d’une gymnastique intellectuelle qui illustre bien la
maxime :“les mathématiques sont faites par des paresseux, pour des paresseux !”.

Compléments de géométrie 2 - Exercices
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Ebauches de solutions

I

1) Les points considérés étant distincts, (A,B,C) et (A,C,B) sont deux

repéres projectifs. Il existe donc une homographie f de D qui tranforme :
Aen A, Ben CetCenB.

Elle est unique.

2) Considérons une droite arbitraire d’, o
passant par A et un point O qui n’appartient
niadniad’, soit © la perspective de centre O
de d sur d’, B; et C; les images de B et C par M
cette application. Soit n" la perspective de d’
sur d dont le centre est O’, l'intersection de

(BCy) et (CBy). Il est immédiat que : 2
' on(A)=A , 'on(B)=C et n’on(C)=B. )
et comme 7’ o7 est une homographie de d, on @
sait que : ~A M 'B ' M
T om=f.

La construction de l'image d’un point quelconque M de d est alors immédiate.
Notons M; =n(M), on a f(M) =7n’(M;).

Soit m; et n{ les deux perpectives obtenues en échangeant les centres de 7 et
n’, on vérifie que :

n{om1(A)=A , n{om(B)=C et n{om(C)=B.
Il s’ensuit que :
7t1'oTC1 =1t'01t=f.
On a donc toujours :
fM') =n{om(M’) =m1(M1) =M.

Ce qui montre que f est une involution.

3) I est évident que le point D, commun & d et (OO’), est invariant par f.
Montrons que ce point est différent de A

Soit A la droite (AO), P-A est un plan
affine ou les points B, C, B; et C; sont les
sommets d'un parallélogramme et (O0O’) est la
parallele au coté (BB;), passant par l'inter-
section des diagonales. Ce qui montre que D est
le milieu de BC. Ce point est bien différent de
A.
Remarque : f s’interpréte comme la symétrie
de centre D pour la droite affine d—{A}.
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; I

Etant donnée une homographie f, laissant invariants deux points A et B,
soit C un point distinct de A et de B, on note C’ son image par f.

Considérons une droite arbi-
traire d’, passant A, et un point O
qui n’appartient ni a d ni a d’, soit «
la perspective de centre O de d sur
d’. On note B; et C; les images
respectives de B et C par cette
application. Soit " la perspective de
d’ sur d dont le centre est O,

I'intersection de (BBq) et (C'Cq). Il est ,4@ Nox —
immédiat que : B N M y
Tom(A)=A=f(A) , 'on(B)=B=f(B) et n'on(C)=C"=£fC).

Comme 7’07 est une homographie de D et (A,B,C) est un repére projectif, on a :
T om=f.
La construction de I'image par f d’un point quelconque est alors immédiate.

2) Considérons le plan affine
P-A, ol A désigne la droite (AO). On
déduit du parallélisme de (MM;) et de
(BO), puis de d et de d’ que :

BM BO BO BC

BM' MM, CC;, BC~
Ce qui montre que f induit
I’'homothétie de centre B, de rapport k,
de la droite affine d-{A}. Pour C
donné, il existe donc un seul choix de
C’ qui donne une involution. L’appli-
cation obtenue : la symétrie de centre O
de d—{A}, est indépendante de C.

1) a) Considérons une droite
arbitraire d’, passant par A, et un
point O qui n'appartient ni a dnia d’,
soit  la perspective de centre O de d
sur d’. On note B; et C; les images de
B et C par cette application. Soit n’ la
perspective de d’ sur d dont le centre e
est O’, l'intersection de (B'B;) et (C’'Cy). e
Comme précédemment on a:
T om(A)=A, t"on(B)=C et n’om(C)=B.
On en déduit que n’om=f.

b) Le point commun a d et (OO’) est évidemment invariant par f. Il est

distinct de A si (OO’) ne passe pas par ce point.

On retient que si f admet A pour seul point invariant, c’est que O’ est aligné
avec A et O.

& D ~ A (d) B I B'\ \C C\

Université de Nantes — C.T.E.U.
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2) Dans ces conditions, pour un choix donné de n, O’ est entiérement
déterminé par la donnée de A, de B et de B’. En conséquence, il est établi que
étant donnés trois points distincts A, B et B’, il existe
au plus une homographie f, de d, admettant A pour
unique point invariant et telle que f(B)=B’".
Reste a montrer 1’existence. On choisit la perpective = comme ci-dessus et le point
O’ a l'intersection des droites (AO) et (B;B’). On note n’ la perspective de centre O’ de
d’ sur d. Il est immédiat que n’om est une homographie qui remplit les conditions.
On a donc justifié que :
étant donnés trois points distincts A, B et B’, il existe
une homographie f, de d, et une seule, admettant A
pour unique point invariant et telle que f(B) =B’.
3) Soit f et ¢ deux telles homographies et A leur point double commun. Si
g of laisse invariant un point B distinct de A, on a:
f(B)=B" et g(B’)=B.
Il résulte alors de la question précédente que g=f"1 et que gof=1d,. Il est alors
immédiat de vérifier que les homographies en question forment un sous-groupe de
GP(d).

Suggestion : interpréter ceci pour la droite affine d—{A}.
v

Soit f une homographie de d et m une perspective arbitraire de d sur une
droite d’, for! est une homographie de d’ sur d. La démonstration du théoréme sur
I'axe d’homographie montre que fon-! est le produit de deux perspectives. Il
s’ensuit que f est bien le produit de trois perspectives dont la premiére peut étre
choisie arbitrairement.

Si f admet A pour point invariant, on choisit d’ passant par A, L’homogra-
phie for-! laisse aussi A invariant, c’est donc une perspective n’. Dans ces
conditions, on a f=7"on, cette transformation laisse un ou deux points invariants
selon que les centres de & et ' sont, ou ne sont pas, alignés avec A.

Si f ne laisse aucun point invariant, ce n’est pas un produit de deux
perpectives, c’est donc un produit de trois perspectives.

\%

On reprend les notations utilisées
dans le cours. Soit P, I et J les points com-
muns respectivement aux droites :

(AB) et (A’B’), (AB’) et (CA’), (AC’) et (CB"),
en composant la perspective de centre A’, de
(AB’) sur (AB) avec la perspective de centre C’
de (AB) sur (CB’), on obtient 1’'homographie
de (B’A) sur (B’C) qui transforme :

B'enB’,IenC,C”"en A” et Aen].
Comme B’ est invariant, il s’agit d’une perpective dont centre est 'intersection de
(IC) et de (A]), c’est-a-dire B”. Ce point est donc aligné avec A” et C”.

Compléments de géométrie 2 — Solutions des exercices
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VI

On conserve les données précédentes et 1’on note A la droite (B"C”). Dans le
plan affine P-A, les droites (AB’) et (BA’) sont paralleles ainsi que (AC’) et (CA’).
L’exercice 13 (de géométrie affine), montre que (BC’) et (CB’) sont paralléles.
Autrement dit, le point A” appartient a la droite A.

On conserve les notations du théoréme (9-4). Ici encore on note A la droite
(B”C”), on applique le résultat de 'exercice 12 (de géométrie affine) dans le plan
affine P-A.

vi

Soit (A,B,C) le repére donné de
d, on choisit un point O n’appartenant
pas a d, une droite A paralléle a (OA). La
perpective m, de centre O, de d sur A,
transforme A en «,, B en B’ et C en C'.
Soit M le point cherché, M’ son image par
m,ona:

[~,B’,C’' ,M']=[A,B,C,M']=x.
Le nombre x, donné, est 1’abscisse de M,
dans le repere affine (B’,C’) de A. On sait
construire ce point. la perspective n-1
donne le point M.

VI
Le début reprend ce qui a été vu a A

I’exercice 1. Le second point invariant C

est l'intersection de d et de (AB). On note

D le point commun a d’ et (AB) et M; le g P

point intermédiaire n(M). La perspective @)

de centre M; de d sur (AB) transforme :
OenD,CenC,Men A et M’ en B.

On a donc:

[OICIMIM’]=[D’C1AIB]' C @] M M\ @ -
Ce birapport est celui des droites du /
faisceau O* passant par D, C, A et B. On a D
donc:

1
d,d,(OA),(OB)]"

[D,C,A,B]=[d’,d,(OA),(OB)]:[

Ce qui donne:

1
,(OA),(OB)]"

[OICIMIM’]z[d,dI
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X
1) La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est sufisante.
Si f échange deux points distincts A et B, on compléte A et B d’un point C pour
former un repere de d. Dans ces conditions f s’exprime :
ax+b
cx+d°

X — F(X) =
Les hypotheses se traduisent :

. (A)=B,£=F(oo)=0, ce qui entraine que a=0et c#0
c q q

b
« f(B)=A, b F(1) =, ce qui entraine d=0 et b#0
Il existe donc un scalaire a, non nul, tel que:

a
F(y)=>-
Il est alors immédiat que f2=1Id,. On est donc bien en présence d’une involution.
Remarque : vérifier qu'il est toujours possible de choisir le point C de fagon que f
soit décrite par x r—»%, ou e=x1. Notons que la forme x r—»;lg est celle des involutions
hyperboliques et x »—»—% est celle des involutions elliptiques.

Pour une droite complexe, il est clair que toute involution peut se présenter
sous la forme x »—»%.

2) On commence comme dans le cours. On considére une homographie f,
d’une droite D, autre que l'application identique. On choisit un point A, tel que
A’=f(A)#A, on note A”=f(A"). Alors, si A”=A, f alors une involution (cf. 12-3),
Sinon (A”, A, A”) est un repére projectif. Relativement a celui-ci, f s’exprime :

ax+b
*=F)=d

Les conditions f(A)=A’ et f(A")=A” se traduisent :
o =F(0) et 1=F().

Ce qui entraine que:
d=0 et a=c.
Il existe donc un scalaire non nul k tel que :

F(x)=1—x£.

On en déduit immédiatement que f se décompose comme suit :
f=hog
ou g et h sont les involutions qui, relativement au repere choisi, s’expriment :

g:x— et hixml-x.
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X
L’application f=n"om om est une
homographie de a. On note que
f(B)=C et f(C)=B.

C’est donc une involution. On a, en effet :
f(B)=n" o’ om(B) =" om’(A)=n"(A)=C
AC)=n"on’ on(C)=n"on’(C)=n"(B)=B

Si P, Q et R sont alignés, P en est
un point fixe. Le second point invariant
est alors le conjugué harmonique de ce

point par rapport a Bet C (1).

N.B. Cette propriété est équivalente au

théoréme de Pappus dual (cf. exercice 13).

X1
1) Etant donnés deux faisceaux de droites D* et D’* dont les points de base D
et D’ sont distincts. On considere une droite 0 ne passant ni par D, ni par D’, on note

M son point courant. L’application :

n : (DM) —» (D'M)

est laperspective (duale), d’axe o, de D* sur D™*.

Avec ces conventions, le théoreme 9-1, appliqué a P* s’énonce comme suit.

Théoréme : étant donnés deux faisceaux de droites D* et D*, toute homographie de
D* sur D* qui transforme la droite (DD’) en elle-méme est une perpective.

2) Le principe d’incidence (cf. 4-2) montre que les applications suivantes sont
des homographies :
A* > d’ > o* — d — B*
(AQ - Q ~ (0Q=0OP) —» P ~ (BP)
Leur composition donne donc une homographie. Il est immédiat que le rayon
commun aux deux faisceaux est est sa propre image. On est donc en présence d’une
perspective duale. Le lieu du point M en est 1'axe.

'S B
D
- D
P — " v
U Tp q
: & ;

N b

0 \
1

3) Appliqué a P*, ce résultat devient. Etant donnés deux points D et D', une
droite o ne passant par aucun d’eux et deux droites 4 et b, concourantes avec 0, on
note N le point courant de 0. On convient que (DN) coupe 2 en U et (D’N) coupe b
en V. Dans ces conditions, les droites (UV) forment un faisceau (2).

1 Si P, Q et R sont alignés sur la droite de l'infini, on reconnait la figure familierement nommée :
“tourniquette”.

1l est commode de dire que ces droites enveloppent un point.
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X1

Etant donnés deux faisceaux de droites D* et D’* dont les points de base D et
D’ sont distincts, pour toute homographie f, de D* sur D’*, il existe un point Q, tel
que si m et n sont deux droites quelconques de D* et m’ et n” sont leurs images par f,
la droite qui joint les points mnn’, nnm’ passe Q. Ce point est l'intersection de
I'image et de 'image inverse de (DD’) par f.

XII

1) Reportons nous a I'énoncé du théoréme de Pappus, tel qu'il est proposé

dans le cours et notons :
a=(BC’), b=(CA’),c=(AB’),a’=(B'C), b’=(C’A), ¢’=(A’B)

L’alignement de A, B, C sur une droite qu’on note C
d se traduit : A

abc et c’a’b’ sont en perspective de 4.
De méme, l'alignement de A’, B’, C’ sur d’ se
traduit :

abc et b’c’a’ sont en perpective de d’.
Comme on a:

A”=arna’ ,B"=bnb" ,A” =cnC/,
l’alignement de ces points se traduit :
abc et a’b’c’ sont en perspective d’une droite.

Le théoréme de Pappus peut donc s’énoncer comme suit.

Théoréme : si deux triangles abc et a’b’c’ sont en perspective de deux droites avec les
correspondances suivantes :
abc , b’c’a’ et abc , c’'a’t’,
ils le sont d'une troisiéme avec la correspondance :
abc ,a’b’c’.
Appliqué au dual, il justifie 'énoncé proposé.
I J K
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2) Notons I, J les centres des perspectives données et K le centre de la
perspective obtenue. Ce dernier point est le centre de ’homographie f, de I* sur J*
qui transforme (IA) en (JA’), (IB) en (JB’) et (IC) en (JC’). Dans ces conditions, K est
aligné avec I et | si, et seulement si, f est une perspective (duale) — autrement dit si
les points :

(BC')n(CB), (CA")n(AC’), (AB")n(BA"),
sont alignés.

3) Soit A la droite (I]), P-A, est alors un plan affine, notons :

S=(AA")n(BB’), T=(AA")n(CC),
K=(AB)n(BA’),L=(AC")n(CA"), U=(AC")n(BB’) et V=(AB’)n(CC")

d’autre part :

TA’ CA’ C’L TA” CA’ " CL
Comme :
BK=CA,BA'=CL,BA=CLetBK=CA’,
il vient :
SA _ 1A
SA” TA’

Ce qui montre que les points S et T coincident. Autrement dit :
(AA’), (BB) et (CC’) sont concourantes.

Remarque : on peut se dispenser de ces calculs en appliquant le théoréme de
Ménélaiis aux triangles AA’S et BB'T et a leurs transversales respectives (BB’) et
(CC)
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1)

B C

Sip,q,r sont concourantes en D, I'involution de Desargues du quadrangle
ABCD échange les points a l'infini de a et p, b et g, c et r. On applique le corollaire.
Notons que ce résultat coincide avec sa réciproque.

2) Appliqué au plan dual, le second théoréme de Desargues s’énonce :

Etant donné un quadrilatére complet et un point P
qui n’est situé sur aucun des c6tés de celui-ci, les
droites, joignant P aux sommets opposés du
quadrilatere, sont échangées par une méme
involution du faisceau P*.
Le corollaire devient :
Etant donné un triangle ABC et un point P qui n’est
situé sur aucun de ses cotés, soit A’, B’ et C’' des
points situés respectivement sur (BC), (CA) et (AB).
Les points A’, B’ et C’ sont alignés si, et seulement si,
il existe une involution du faisceau D* qui échange :
(PA) avec (PA’) , (PB) avec (PB’) et(PC) avec (PC’).
Remarque :le quadrilatére complet est formé des trois cotés du triangle ABC,
auquels vient s’ajouter la droite qui joint A’ et B’

3) On est en présence de deux quadrilatéres qui
sont en perpective d’un point a l'infini D. C’est tout
simplement la version duale de la situation traitée en
1. Le faisceau D* tenant ici le role de la droite de
I'infini.

XV

En adjoignant (B’C’) aux cotés du triangle ABC, on est en présence d’un
quadilatére complet. L'involution de Desargues qu’il définit sur le faisceau S*
échange deux paires de droites perpendiculaires :

(SB) et (SB’) , (SC) et (SC’)

Cette application associe donc a toute droite de S* sa perpendiculaire (1). Ainsi (SA’)
est I'image de (SA). Le point C’ est donc le sixitme sommet du quadrilatére.
Autrement dit C’ est aligné avec A’ et B'.

Toute rotation d"un faisceau est une homographie. Elle induit une homographie sur la droite de I'infini. En

praticulier le quart de tour induit une involution qui, plus loin, se caractérisera par ses points fixes : les
points cycliques.
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XVI
La symétrie oblique d’axe (BC) qui échange H et
H’ induit, sur la droite de l'infini, 'involution définie
par la conjugaison harmonique par rapport aux points a
I'infini de (AA’) et (BC). Qui elle méme induit sur le
faisceau H'*, I'involution qui laisse (H’A) invariante et
échange :
(H'B) avec (H'C”) et (HC) avec (H'B”).
La conclusion en découle, comme pour l’exercice
précédent.

Remarque :si H est 'orthocentre, (B”C”) est alors la
droite de Simson de H’. On en déduit que ce point est sur
le cercle circonscrit.

XVII

On note P le point de concours donné, a le point a l'infini de (BC), b, ¢, a’, b’
et ¢’ étant définis de fagon analogue. Soit ¢ l'involution de la droite de linfini
induite par l'orthogonalité. Il est clair que :

(@,0(a) , (b,0(t")) , (c,0(c))
sont trois couples de l'involution de Desargues 8, définie par le quadrangle de
sommets ABCP. Les couples :
(@,0(a) , (b',0(b) , (c',0(c))
sont liés par l'involution :
Godoo.
La conclusion en découle comme dans les exercices précédents.
XVII

Avec les notations habituelles, les involutions de Desargues sur la droite
B”C” des quadrangles OABC et OA’B'C’, ont deux couples communs, elles
coincident donc. Le point commun aux droites (BC) et (B’C’) appartient donc a
B”C”).
(B"C”) .

On considere un triangle A’B’C’, inscrit g
dans un triangle ABC. Soit A” un point de (B'C’),
on note :

C”=(BA”)N(A'B’) et B”"=(CA”)n(A'C’)
L’hexagone A’B'CA”BC’ a ses sommets alterna-
tivement situés sur deux droites. Le théoréme de
Pappus montre que C” et B” sont alignés avec
A =(BC’)n(CB’). Ainsi le triangle ABC est inscrit
dans A”B”C".
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XX
Etant donné un quadrangle, on choisit cing
points, sur cinq de ses c6tés. On les note O, B, B’, C,
C’, en convenant que (BB’), (CC’), se coupent en O.
On peut toujours noter les sommets du quadrangle
A, A’, B” et C”, de sorte que :

* le c6té (AA’) passe par O,

» B” (respectivement C”) soit le sommet
commun aux cOtés passant par B et B’ (respective-
ment C et C’). Les triangles ABC et A’B’C’ sont alors
en perspective de O. Le théoréeme de Desargues
montre que (BC) et (B'C’) se coupent en un point A”
qui appartient a la droite (B”C”).

X1
1) Les points A, B, C et D étant distincts, on rappelle que :

X
[A,B,C,D]=Y

signifie qu’il existe deux vecteurs e, e; tels que :
A =p(eo), B=p(e1), C=p(eo+e1) et D=p(Xeg+ Yey).
On en déduit immédiatement la premiére relation :

Y 1
B4/ CPI=x=Ta5,C. 0T

; . X 2ot
Comme X et Y sont non nuls, on pose désormais x =5 . On peut écrire :

1
A =p(xeg), B=p(e;), D= p(xeg+e1). C=p(eg+e1) = p(;. xep+e1).
ce qui prouve que :

1
[A,B,D,C]=;.

On a aussi:
A =p(-eo), C=pleo+e1), B=p[-eg+ (eg+e1)] et
D =p(xeo +e1) =pl(-x +1)(~e0) + (e + €1)].
de sorte que :
[A,C,B,D]=1-x.
En échangeant A avec B et C avec D, le birapport reste inchangg, on a donc:
[B,A,D,C]=x, [B,D,A,C]=1-x,
On en déduit que :
[D,B,C,A]l=1-x.
2) On a déja montré que :
[A,B,C,D]=[B,A,D,C].
On applique ce qui vient d’étre acquis, on obtient :
[D,C,B,A]=1-[D,B,C,Al=1-(1-x)=x.
Enfin, on en déduit que:
[C,D,A,B]=[D,C,B,A]=[A,B,C,D].
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XX
1) Sans commentaire ...

/
f,f 1,-1,0
&’?\sj
X+Y+Z=0 Vi
X+Y-z=0
B’ F
(-1,01 7
- (1,0,0) f
Herkig A / x-Z%0
/
_XEB o)
c W,w“ &
MM”'M /II) i’f
e /(1,1,1)
~X+Y+Z=0 £
™
‘\Mw@»«&m&»,
— X=0
AII B C
(0111_1) (010110) (011/1) (Oroll)
Z=0 Y-Z=0 Y=0

/ /

sinon que les points non mentionnés, faute de place, ont pour coordonnées :
2,1,1) , 1,2, , 1,1,2)
et que les trois autres points en question sont alignés sur la droite d’équation :
X+Y+Z=0.
2) Etant donnés trois nombres, o, B et y, non tous
nuls, si deux d’entre eux sont nuls ce sont les coordonnées  ~ A
d’un sommet, si un seul est nul, on est reporté a l'exercice PXoY0
12. Si aucun n’est nul, on sait construire les points de (g0
coordonnées (a,B,0) et (a,0,7), ce qui permet de tracer les
droites d’équations :
BX-aY=0 et yX-aZ=0.
Il est immédiat que leur intersection est le point cherché. o

XXIII
Pour un choix arbitraire d’une base (eg,e;,¢;) telle que:

A=p(eo) ,B=p(e1) et C=p(ey),

yX—aZ:d
IOI'Y)

\C

d, admet pour équation:
uX+vY+wZ=0.
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Comme cette droite ne contient pas les points de coordonnées (1,0,0), (1,1,0),
(0,0,1), aucun des trois coefficients de son équation n’est nul. On peut donc choisir

pour nouvelle base :

1 1 1

Eeo ’ ;el ’ 5621
ce qui n’affecte pas les points A, B et C. Les nouvelles coordonnées (X’,Y’,Z’)
vérifient alors :

—lX’ Y—lY’ Z—lZ'
X=X =yt et4=y,

et I'équation de d prend la forme attendue :
X'+Y'+Z =0.

Remarque

Notons :

. P, Q et R les points ot1 la droite coupe (BC), (CA) et (AB),

» P’ le conjugué harmonique de P par rapport a B et C,

«  Q et R’ les points définis de fagon analogue.

Les droites (AP’), (BQ') et (CR’) concourent au quatriéme sommet du repere ainsi
choisi.
XXIV

a) Si les droites (AP), (BQ) et (CR) concourent en D, on choisit pour repere

(A,B,C,D), P’, Q" et R" admettent alors pour coordonnées respectives :

©O,p,1), (1,0,9) et (r,1,0).
Dans ces conditions, suivant que pgr=1 ou pgr=-1, les droites (AP’), (BQ’) et (CR’)
sont concourantes ou les points P/, Q’, R’ sont alignés.

b) Si les points P, Q, R sont alignés, on choisit D tel que la droite admette
pour équation X+Y +Z=0 (cf. I'exercice précédent). Les points P, Q et R ont alors
pour coordonnées respectives :

0,1,-1), (-1,0,1) et (1,-1,0)
On vérifie que les coordonnées de P’, Q' et R sont alors respectivement :

(O,—P,l) ’ (1,0,—‘]) et (—r,1,0)
Dans ces conditions, suivant que pgr=1 ou pgr=-1, les points P’, Q’, R’ sont alignés
ou les droites (AP’), (BQ’) et (CR’) sont concourantes.

Comme I'échange simultané de P avec P/, Q avec Q' et de R avec R’ change :

1 1 1
penp,qenq,renr,
On peut conclure comme il est demandé.
XXV

On choisit le repére tel que les diagonales (AA’), (BB’) et (CC’) admettent
pour équations X=0, Y=0, Z=0 et le c6té contenant A’, B’ et C’ ait pour équation
X+Y+Z=0. Dans ces conditions, les coordonnées de A’, B, C’ sont respectivement :

©,-1,1), (1,0,-1) , (-1,1,0)
Les sommets A, B et C étant les conjugués harmoniques de ces points relativement
aux sommets du repeére, ils ont pour coordonnées :
©,1,1), (1,0,1), (1,1,0).
On note les coordonnées respectives de P, Q et R :
(0,p,1), (1,0,9) et (r,1,0)
etcelledeP’,Q, R’:
©0,p,1),(1,0,9) et (r,1,0)
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Comme P’ est le conjugué harmonique de P, par rapport a A et A", on a:
(p-Dp'+1)=-(p+1(p'-1).
On en déduit que :
pp'=1.
La conclusion découle immédiatement de I’exercice précédent.
Remarque : on retrouve ainsi la droite de Newton du quadrilatére complet (Cf
“Cours de géométrie élémentaire” §13).

XXVI
On choisit pour repere (A,B,C,D), onnote P, Q, R et P/, Q’, R’ les pieds de
céviennes respectives de D et de E. On pourrait appliquer le résultat de 1’exercice 23
mais il est plus instructif de procéder directement.
On note (ep,e1,e2) la base associée au repere et (X,Y,Z) les coordonnées
homogenes de E. On a:
B=p(e1) , C=ple2) , P=pler+ez) , P'=p(Yer+Zey)
On en déduit :
Y
a=[AB,AC,AD,AE]=[B,C,P,P’]=z.
On procéde de méme pour les deux autres birapports :
A=pleo) , C=plez) , Q=pleo+ez) , P'=p(Xeg+ Zey),
X
b=[BA,BC,BD,BE]=[A,C,Q,Q']=z ;
A=pleo) , B=p(e1) , R=pleo+e1) , R'=p(Xeg+ Yey),

X
c=[CA,CB,CD,CE]=[A,B,R,R]=%.

'
On en déduit que:
ac=b.
XXVII
\f\% .“{’? i\%
f‘f %A’ g‘f % '
Af Lk A/ WM
M é““’w K ?\ al ‘\8\%
0w / A !/ AT\
e k! ML 0T
M7 M \
¥ @ \ 7 (‘lj) !

Sans commentaire, sinon que pour les points alignés avec O, A et A’, on
procede en deux fois.
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XXVIII
On considere l'élation h, d’axe d qui trans-

forme un point donné A en A’. Son centre O est
donc le point commun a d et (AA’). On choisit
arbitrairement deux points I et Aj, non situés sur d,
et alignés avec A. On note ], le point commun a (I0)
et (A’A1) . On considere les deux homologies d’axe
d:

»  fde centreI qui transforme A en A;,

« g de centre J qui transforme A; en A.
Comme gof laisse invariants les points de d, il s’agit d’une homologie ou d’une
élation. De plus, la droite (I]) est invariante par fet g, elle est donc stable par gof;
ainsi que la droite (AA’), le centre de cette transformation est donc le point O. II est
sur I'axe, on en conclut que gof=h.

XXIX

a) Soit A, B et C les trois points invariants, considérons trois vecteurs ey, e;
ez tels que A =p(ep), B=p(e1) et C=p(ey). Il existe trois sacalaires A, p et v, non nuls et
tels que :

o(eo) =2eg , 9(e1) = per , p(e2) = vey
eo, €1, 2 donc des vecteurs propre de ¢ et A, p, v les valeurs propres qui leurs sont
associ€es. Si deux d’entre elles étaient égales, par exemple A et i, notant F le sous-
espace vectoriel engendré par ¢ et €1, on aurait :
() | F=>Jd1:.

Tout point de (AB) serait alors invariant par f. Les trois valeurs propres sont donc
distinctes. On sait alors que e, e, e, forment une base de E, ce qui montre que A, B
et C ne sont pas alignés.

b) Si f admet une droite de points invariants, on sait que f est une
homologie ou une élation, soir D=p(F) son axe. On a flp=1Idg. Il existe donc un
scalaire A tel que ¢ | p=Aldg.

Dans ces conditions, ou bien :

*  fest diagonalisable s'il existe un vecteur propre e, qui n’appartient pas

a F et tel que ¢(e;) = pe; et alors :

* si A=y, f serait 'application identique,

* siA#U, p(ez) est un point invariant qui n’appartient pas a D, f est
donc une homologie.

«  f'n’est pas diagonalisable, on sait alors que f est une élation.

2) Soit f I'homographie considérée, on compleéte
A, B, C d’un quatriéme point D, pour former un repére
projectif. Soit D’ I'image de D et D; l'intersection des
droite (AD) et (BD’). On note :
« g 'homologie de centre A, d’axe (BC), qui
transforme D en D;,
«  h 'homologie de centre B, d’axe (AC), qui
transforme D; en D’.
Il est immédiat que ho g laisse A, B, C invariants et
transforme D en D". Ce qui suffit & prouver que hog=f.

B
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XXX

1) Iriangle et carré:il est immédiat que tout triangle est 1'image d'un
triangle équilatéral et ceci d’une infinité de fagons.

Toute correspondance bijective entre les sommets d’un carré et ceux d’'un
quadrilatere, s’étend a une homographie du plan.

2) Hexagone : on considére un hexagone régulier AB'CA’BC’, il est clair que
les triangles ABC et A’B’C’ sont en perpective de quatre points :

* du centre O avec la correspondance ABC — A’B'C’
« de trois points a l'infini I, J et K, avec les correspendances suivantes
[:ABC—A'C'B’ , J: ABC~C'B’A’” et K: ABC—B'A'C’
On en déduit que toute image d’un hexagone régulier par une homographie est un
hexagone dont les sommets opposés sont en perspective de quatre points dont trois
sont alignés.

On pourra déduire des considérations de 1'exercice 13 qu’il suffit d’avoir la
conjonction de la perspective de centre O et de deux des trois autres. On pourrait
encore raffiner en remplacant la perspective de centre O par deux des alignements
sur les trois qu’elle suppose.

Considérons un hexagone AB’CA’BC’ qui remplit les conditions, ci-dessus et
un hexagone régulier ab’ca’bc’. On note Q le centre de ce dernier, i, j et k les points a
'infini des droites (Qa), (Qb’) et (Qc’). Considérons I’'homographie f qui transforme

QenO,aenA,jen,JetkenK.

Elle transforme

. b’ en l'intersection des droites (OJ) et (KA), c’est-a-dire B,

. ¢’ en l'intersection des droites (OK) et (JA), c’est-a-dire C’,

. i en l'intersection (OA) et (IK), c’est-a-dire I,

« 4’ en le conjugué harmonique de A par rapport O et I.

*  ben le conjugué harmonique de B’ par rapport O et J.

+  cen le conjugué harmonique de C’ par rapport O et I.
On justifie que les trois derniers points mentionnés sont bien A’, B et C en
considérant I'homographie du plan, qui transforme :

Aen A’,Ben B’ et C en C’ et laisse O invariant.

Il est immédiat qu’il s’agit d’une homologie et qu’elle est involutive. C’est
I’'homologie harmonique de centre O et d’axe (JK).

Remargque : si 'on considere l'action de GP(P) sur les figures planes, les alignements
en question caractérisent l'orbite des hexagones réguliers.

Université de Nantes — C.T.E.U.



109

3) Pentagone : on considére un pentagone régulier ABCDE. Ses diagonales
déterminent un pentagone A’B’C’'D’E’ avec une relation d’opposition évidente
entre A et A’ etc ... Il découle des propriétés de symétrie que ces deux pentagones
sont homothétiques. Nous retiendrons simplement que leurs c6tés homologues
sont deux a deux paralleles. Ce qui, en tant que propriété projective, se traduit :

ABCDE et A’'B'C’'D’E’ sont en perspective d"une droite.

—()

SNy e

En fait, il suffit que quatre des points communs a un c6té et a la diagonale
opposées soient alignés sur une droite qu’on note A. Pour s’en convaincre, se
reporter a l'exercice correspondant de géométrie affine (cf exercice 15).

XXX

Le point commun a deux droites imaginaires conjuguées est invariant par
conjugaison, c’est donc un élément réel. Pour la méme raison, une droite qui joint
deux points imaginaires conjugués est réelle.

Notons D et D, Aet A les cotés du quadrilatére les sommets réels sont :
Les quatre autres :
DNA, DNnA ,DNnA ¢ DNnA et DAA.
sont imaginaires. En effet chacun d’eux est distinct de son conjugé.
Les diagonales joignent respectivement :

DAD 3 AnA,DnAaDnA et DnA a DnA.
Elles sont, toutes les trois invariantes par conjugaison, elles sont donc réelles.
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XXXI1
1) Etant donnés quatre points A, B, C et D, on note 4, b, c et d, leurs affixes.
Ona:
c—a d-a

[A,B,C,D]=[a,b,c,d]=c_—b:T

S

Ce qui s’exprime :

Arg[A,B,C,D]=(DA,DB)-(CA, DB) (mod 2m)
CA DA
I[A,B,C,D]l=75: DB -
On en déduit que:
«  quatre points A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si, et seulement si,
leur birapport est réel,

" DA . .
- quatre points A, B, C et D sont tels que (é—g = ﬁ si, et seulement si, leur
birapport a pour module 1.

Soit f une homographie de C, considérons trois points A, B et C et un point
M quelconque, on note A’, A’, C' et M’ leurs images par f. Il résulte de la
conservation du birapport que:
(MA ,MB)=(CA,CB) (modn) & (M’A’,M'B")=(C’A’,C’B’) (modr)
Ce qui montre que :
. si M décrit le cercle (resp. la droite) contenant A, B et C, M’ décrit alors

le cercle (resp. la droite) passant par leurs images.

«  l'image du cercle (resp. de la droite), lieu des points M tels que %44% =%

est le cercle (resp. la droite), lieu de points M’ tels que % =%.
2) Les tranformations affines s’expriment au moyen de la relations :
z—z'=az+b
ou a et b sont deux nombres complexes non nuls. Il est classsique de montrer que
ces applications sont les similitudes du plan.
XXXII
1) Le fait que [A,B,C,D]=-1 s’exprime :
(a+b)(c+d)=2(ab+ cd).
En choisissant pour origine le milieu M de AB, il vient b—m =—(a—m). La relation
précédente devient :
(a-m)2=(c-m)(d-m).

2) Nous savons déja que les sommets d'un quadrangle harmonique sont
cocycliques ou alignés. Si trois des points sont alignés, on vérifie qu’on est en
présence d’une division harmonique au sens réel du terme.

3) Etant donnés trois points A, B et C, s’ils sont alignés, on sait compléter la
division harmonique, notamment en utilisant les propriétés du quadrilatere
complet. Dans le cas contraire, nous savons que D est un point du cercle ciconscrit a
ABC. La relation du point précédent montre qu’alors :

2Arg(a-m)=Arg(c-m)+ Arg(d-m).
Ce qui se traduit :
Arg(c-m)-Arg(a-m)+ Arg(d-m)-Arg(a—m)=0.
Autrement dit

(MA,MD) =-(MA , MC) (mod 2n).

Ce qui montre que (AB) est la bissectrice intérieure de 'angle CAD. La construction
demandée en découle immédiatement.
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A

B
7 1 \>/
A B D C C

Le point ainsi construit existe, il est unique, c’est le conjugué harmonique de C par
rapport a A et B.

4) Si a est réel, la construction reléeve de la géométrie
du collége, laissons ce cas de c6té. On suppose donc que a est
imaginaire. Soit C et D les deux points a construire et I le
point d’affixe 1, IACD est un quadrangle harmonique. Ses
sommets sont situés sur un méme cercle centré sur la
bissectrice extérieure de I'angle AOB. Les points C et D étant
sur la bissectrice intérieure de ce méme angle. La
construction est immédiate.

Réciproquement les points C et D, ainsi construits, sont bien symétriques par
rapport a l'origine et comme La droite (CD) est bissectrice intérieure de 'angle AOB.
Le quadrangle ABCD est harmonique. On a donc :

2=a.1=a.
5) On met le trindme sous forme canonique :
(X-a)2=a2-b2.
On peut toujours considérer qu'on est ramené au probléeme précédent. En effet, on
sait construire a la regle et au compas les images des carrés de deux complexes
d'affixe données. Cependant, il est possible de faire beaucoup mieux. En effet, on a :
A=a?2-b2=(b-a)(-b-a),
de sorte que si C, D sont les points a construire et ¢, d leurs affixes, ces points sont
symétriques par rapport a Aetlona;
(c—a)’=(d-a)2=A=(b-a)(-b-a).
Ainsi, désignant par B' le point d'affixe -b, le quadrangle BB’CD est harmonique et
(CD) est la bissectrice intérieure de 1'angle BAB'. Pour construire ces points, il suffit
de remarquer qu'il sont aussi sur le cercle passant par B, B’ et centré sur la bissectrice
extérieure de l'angle BAB'.

XXXIV
1) Soit f une homographie d’ordre n, il est montré dans le cours (cf 11-13)
que f admet deux points fixes A et B, distincts et que 1'image M’ d’un point
quelconque M, autre que A et B est donné par la relation
[A,B,M,M’']=k,
ol k est un nombre complexe donné. Cette condition s’exprime :
z-a_z'-4
2-b=7-b""
Sous cette forme il est immédiat de montrer que si M,=fP(M), on a:
[AIBIMIMp]=ka
On en déduit que f est d’ordre 7 si, et seulement si, k est une racine néme primitive
de l'unité.
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2) Il s’agit de ’homographie laissant invariants les points A et B, d’affixe 1 et
-1 et décrite par la relation :
[A,B,M ,M]=¢i®,
Considérons un point M d'affixe z, distinct des points fixes. Si :

—— = kei®
z+1 g
l'affixe z’ de M’, 'image de M par f, vérifie :
21 it
N R

Ona:
o=Arg(C7 ) (Ox, AM) - (Ox, BM) = (MB, MA) (mod 2n)

et:

Z+ 1
On est ainsi conduit a noter :
. I'g le lieu des points M, tels que (MB,MA) =6 (mod 2r),

. €; le lieu des points M tels que ﬁg— k.
Pour tout point M du plan, autre que A et B, il existe 6 et k, uniques, tels que M soit
l'intersection de Ty et de &;. Ce qui précéde montre M’ est l'intersection de Iy, , et de
k. La construction ne met en ceuvre que des opérations classiques.

Remarque : on pourrait encore s’intéresser au cas ou1 cette application est involu-
tive, ABMM’ est alors un quadrangle harmonique.
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Coniques

XXXV
"Une directrice est la polaire du foyer auquel elle est associée.

XXXVI
On désigne par A et A’ les deux
points donnés, par B et C, B’ et C’, les points
de contact des tangentes issues de A et A’.
Les droites (BC) et (B’C’) étant les polaires
respectives de A et A’, leur point commun,
noté I, est le pole de (AA’). Les deux autres
points diagonaux du quadrangle de som-
mets BCB’C’, notés | et K, sont sur la polaire
de I, ils sont donc alignés avec A et A’. Les
points I, J et K étant deux a deux conjugués
par rapport a la conique, (IK) est la polaire de
J. Comme (B’C) passe par ], le pole de cette
droite appartient a (IK), ce qui montre que
les tangentes (AC) et (A’B’) concourent avec
(IK) au point noté U. On en déduit que les
droites (UI) et (UJ) sont conjuguées
harmoniques par rapport a (UB’) et (UC). 1 A
est alors prouvé que A et A’ sont conjugués harmoniques par rapport a J et K. Dans
ces conditions, (IK) est la polaire de J par rapport a toute conique passant par B, C, B’
et C'. Celle d’entre elles qui passse par A recoupe (AA’) au point conjugué
harmonique de A par rapport a J et K, c’est-a-dire A’. Ce qui justifie la propriété
avancée.

XXXVII :
1) La symétrie par rapport a I étant une homographie de d , 'application :
h: A¥ — B*
(AN) ~ (BN’
est une homographie. Le point M, commun aux droites homologues, décrit donc
une conique Z qui passe par A, B. Si h(AB)#(AB), il s’agit d’une conique propre
tangente en A et B aux deux droites joignant ces points au symétrique, par rapport a
I, du point commun a d et (AB).

On a h(AB) = (AB) si le point commun a (AB) et d est invariant par la
symétrie de centre I, ce qui a lieu dans deux cas.

1 Silappartient a (AB), h est une perspective duale et & est la conique

dégénére formée par (AB) et la droite paralléle & d.qui passe par le
conjugué harmonique de I par rapport a A et B.

2 Sid est parallele a (AB), h est la perspective duale dont Iaxe joint I au

milieu de AB.

2) Les paralleles a d passant par A et B se correspondent par k, Le point a
l'infini D de d appartient donc a € On vérifie que le second point a l'infini est celui
de la droite joignant I au milieu J de AB. On aura donc généralement une hyperbole
et une parabole si ] appartient a d.
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XOXVIIL
Théoreme direct : étant données une conique propre et deux de ses tangentes notées
a et b, une tangente quelconque coupe a2 en M et b en M'. L’application M — M’ est
une homographie de a sur b, telle que les points de contacts avec a et b soient
I'image inverse et 'image du point commun a a et b.

Réciproque : étant données deux droites distinctes a et b, et une homographie :
h:a — b
M - M
On note I le point commun a a et b. Dans ces conditions :

« si h(I)#1, (MM’) enveloppe une conique propre tangente a 2 en a h-1(I) et a
b en h(l);

« si h(I)=1, (MM’) décrit une conique duale dégénérée qui contient I*.

2) Pour un plan affine, ’homographie des théoréemes de Chasles et Steiner
est une application affine si est seulement si, les points a l'infini des deux droites se
correspondent. Ce qui signifie que la conique en question est tangente a la droite de
l'infini, c’est donc une parabole.

XOKXIX

1) Notons :

. Z’la conique considérée,

» tett sestangentes en A et B, I leur point commun.

. U l'intersection de t et de (BC),

. V l'intersection de t’ et de (AC),

. T l'intersection de (PQ) et de (AB),

Nous savons que (AB) est la
polaire de I par rapport a &. Comme T est
un point de (AB), sa polaire passe par I,
elle passe aussi par le conjugué ’ Vv
harmonique de T par rapport a A et B. :

Ainsi, cette droite est aussi la polaire de T ' ‘4\
par rapport a t et t’, il s’agit donc de la A Ve

droite (IC). Comme C est un point de &, b ¢

(TC) est la tangente cherchée. La

construction demandée en découle

immédiatement.

T

I

Comme I est le centre de I’'homographie de Chasles-
Steiner, la construction d’un point quelconque est
immédiate. Partant d’une droite d, passant par A, on joint le
point P, commun a d et (BC), a I. L'image d’ de d, par
’homographie en question, passe par B et le point commun
a (IP) et (AC). Le point M, commun a d et d’ appartient a &
La tangente en M s’obtient comme on 1’a vu plus haut.

2) On choisit deux points A et B parmi les cinq
donnés. On construit a 1’aide des trois autres le centre de
’homographie de Chasles-Steiner entre A* et B*. Ce qui
nous ramene au probleme précédent.
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1) On reprend des notations analogues a celles utilisées

pour le théoréme de Pappus. L’hexagone AB’CA’BC’ est inscrit
dans %, on désigne respectivement par I et J les points communs
aux droites (AB’) et (A'C), (AC’) et (CB’). On compose les perspec-
tives : m, de centre A’, de (AB’) sur & et n’, de centre C’, de & sur
(B’C), on obtient I'homographie de (AB’) sur (B’C) qui transforme :
B’enB’,IenC,C”"en A” et Aen].

Comme B’ est invariant, il s’agit d'une perpective dont le centre est I'intersection de
(IC) et de (A]), c’est-a-dire B”. Ce point est donc aligné avec A” et C”.

Le théoreme de Brianchon s’obtient en appliquant le théoréme de Pascal au
plan dual de P.

2) On appelle homographie toute application de & sur elle méme qui
conserve le birapport.

Soit f une homographie de &, différente de 'appli-
cation identique. On considere trois points distincts A, B et
C, on note A’, B’ et C’ leurs images par f, on définit A”, B”
et C” comme précédemment, soit d la droite (C”B”). La
composition des perspectives Tt de centre A’ de &surd et ’
de centre A de d sur & donne une homographie de # qui
transforme A en A’, Ben B’ et C en C’. on a donc:

f= T oT.
Il s’ensuit que, si M est un point quelconque de & et M’ est son image par f, les
droites (AM’) et (MA’) se coupent sur d.
Il reste a établir que la droite d est indépendante de A. Notons
a=(MA")n(AM’) , B=(MB’)n(BM).

Nous savons que o appartient a d. Le théoréme de Pascal, appliqué a AB'MA’BM’,
nous assure que a, B et C” sont alignés, ainsi p appartient a d, ce qui établit que cette
droite est indépendante du choix de A et justifie I'énoncé qui suit.

Théoréme : si f est une homographie de # il existe une droite d, telle que pour tous
points M et N de %, d'images M’ et N’ par f, les droites (MN’) et (NM’) se coupent
sur d. :

La droite en question s’appelle 'axe de f.

Remarque : on notera:
*  que les points invariants de f, s'ils existent, sont les points communs
Cetd.
. qu'une homographie de % est bien définie par la donnée de son axe et de
I'image d’un point arbitraire.

3) Etant donnée une involution fde %, d’axe d, on
considere deux points M et N de & et ’'on note M’ et N’ leurs
images par f. Si N est différent de M et de M’, nous savons
que (MN’) et (NM’) se coupent sur d et comme N est aussi
I'image de N’, il en va de méme de (MN) et de (M’N’). 1l
découle des propriétés du quadrilatére complet que les droites
(MM’) et (NN’) se rencontrent au pdle de d par rapport a % Ce
point est indépendant de M.
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Réciproquement, on vérifie aisément que si O est un point non situé sur ¢,
et si une droite qui passe par O rencontre Zen A et A’, 'homographie, dont 'axe est
la polaire de O, qui transforme A en A’ est une involution. Elle échange les points
de Z alignés avec O.

En résumé une homographie M — M’ d’une conique est une involution si,
et seulement si, la droite (MM’) passe par un point indépendant de M.

XLI

On note D, D’, V et V’ les points a l'infini de d, d’, (AM) et (BM). Comme M
est le milieu de UU’, M est le conjugué harmonique de V par rapport a U et U’, il
s’ensuit que V et V’ sont conjugués harmoniques par rapport a D et D’. Ainsi,
I'application V - V’ est I'involution de la droite de l'infini dont les points fixes sont
D et D’. On en déduit que :

h: A* — B*
(AM) ~ (BM)
est une homographie. On sait alors que le lieu de M est une conique passant par A
et B.

On en précise la nature. Ses points
a l'infini sont évidemment D et D’. Ses D T D
tangentes en A et B sont les droites passant
par I, le conjugué harmonique du point a
l'infini I de (AB), par rapport a D et D". 11
apparait ainsi que la polaire de I’ est (AB).
La polaire de I passe par I et le conjugué
harmonique de I par rapport a A et B.
Autrement dit, la polaire de I est la paral-
lele aux tangentes en A et B, passant par le
milieu O de AB. Comme ce point est
l'intersection des polaires de I et I’, c’est le
pOle de la droite de l'infini, c’est-adire le centre de la conique.

En conclusion, le lieu demandé est I’hyperbole passant par A et B admettant
pour assymptotes les paralleles a d et d’ passant par le milieu de AB.
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XLII
De fagon générale, si A et B sont deux points M

d’une conique # etd une droite donnée, nous
savons que l'application :

h: A¥ — B*

S KN
est une homographie. Notons N et N’ les points de B

rencontre de d avec (AM) et (BM). Il découle du
théoréme d’incidence que l'application M — M’ est une homographie de d dont les
points fixes sont évidemment les points communs a et d.

Dans le cas étudié, d est I'asymptote choisie, c’est-a-dire une tangente a .#
dont le point de contact est a I'infini. L’homographie ci-dessus admet alors un point
fixe unique, il est a l'infini, on est donc en présence d'une translation. Ce qui justifie
la conclusion attendue.

XLIII
1) Il résulte de considérations déve- \ ©
loppées, par ailleurs, que H appartient a la @ /
directrice de &, que le foyer F est la projection P

de ce point sur (AB) et que les symétriques F;
et F, de ce point par rapport a d et e sont sur
la directrice qu’on note @ (cf. VIII-2, 7, 8 du
fascicule d’exercices). On vérifie que cette
droite est perpendiculaire a (HC), ou C
désigne le quatriéme sommet du rectangle
dont les autres sommets sont H, A et B. Ce
qui fait que 1'axe de Fest la parallele a (HC)
qui passe par F.

2) On note :

D=(AA')n(BB’) et E=(AB)n(A’B). ¥

Soit a le point a l'infini de (AB), comme H @
est le pdle de (AB), la polaire de a passe par
H. Elle passe aussi par le point a l'infini de
&, c’est donc la paralléle a 1’axe qui passe par
H. On a vu que cette droite passe par C, il
s’ensuit que o appartient a la polaire de C. B C
Or, il résulte des propriétés du quadrilatére
complet que cette droite est (DE), ainsi o et E 2 @
coincident. Autrement dit, (AB) et (A’B’) e
sont paralléles et ’homothétie de centre D Sy,
qui transforme A en A’ transforme aussi B
en B’. On en détermine le rapport.

On note :

. I et I’ les intersections de (DC) avec les droites (AB) et (A’B’),

*  Jle point ot (HC) coupe &7~ cette droite est paralléle a I'axe.
Comme (AB) est la polaire de H, J est le conjugué harmonique du point a V'infini de
Z’par rapport a H et I, c’est-a-dire le mileu de HI. Pour une raison analogue, ] est
aussi le milieu de DC. On en déduit que:

HD=IC=HL

@-
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On a donc:
JD=JC=>DL
Il découle des propriétés du quadrilatéere complet que :
[D,C,I,I']=-1.
Ce qui se traduit par la relation :
JC2=JD2=]1.JT".
On peut alors effectuer le calcul suivant :

=DR=]C2=]1.JI'=; DI(DI' - D),

O g e, it i L E L
4 DI=DI'-DJ=DI'- D],
DI'=3DL
On en conclut que c’est I'homothétie de centre D et de rapport 3 transforme A en A’
et Ben B'.
XLIV

1) Conservant les notations de l'exercice 36, on considére I’homographie du
plan qui échange B et C avec les points cycliques I et J. Elle transforme la conique
donnée, en un cercle. On considére la figure ainsi obtenue sans changer le nom des
divers éléments.

(&)

Le point A est devenu le péle de la droite de l'infini, c’est donc le centre du
cercle & Or, il est bien connu que le centre d’un cercle, les points de contact de deux
tangentes ainsi que le point commun de ces derniéres sont quatre points situés sur
un méme cercle. Ce qui montre que les points considérés sont devenus six points
d’une méme conique T. Cette propriété étant conservée par les homographies, elle
est vérifée par la figure initiale.

Soit M un point quelconque, on note ¢ et ' les tangentes a &, issues de M..
Comme ces droites sont symétriques par rapport a (AM). Les droites (AM) et (A’M)
sont perpendiculaires si et seulement si (MA,MA’,t¢, t’) est un faisceau
harmonique. Cette condition est nécessaire et suffisante pour que M appartienne a
I'. Cette propriété étant conservée par les homographies, elle caractérise les points de
la conique T de la figure initiale.

2) Si M est un point a l'infini, de I', comme & est désormais une parabole,
I'une des tangentes issues de M est la droite de l'infini, 'autre passe donc par le
milieu O de AA’. Ce qui établit que les directions asymptotiques de T sont celles des
tangentes a la parabole, issues du milieu de AA’. Nous avons montré qu’elles sont
perpendiculaires si et seulement si ce point appartient a la directrice.
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