PARTIE 3

CINEMATIQUE PLANE
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3éme partie
MOUVEMENT PLAN SUR PLAN

2.3.1 DEFINITION DU CENTRE INSTANTANE DE ROTATION

Soient deux plans (P;) et (P,) constamment en coincidence

- 3 (Pll on+lie le repére (R;) : (0p, ;1, ;1, ;1), (P;) est confondu avec
(01, X1, ¥1)

= a (Py) on lie le repére (Rp) : (0, §2, ;2, Z2), (P,) est confondu avec
le plan (03, %3, y2) .

On repére l'origine de (R,) sur (R;) par

Xy
—
0;0, = Yo
0

R;
. . - _ > >
On repére l'orientation de (Rp) par rapport 4 (Ry) par y = (%, X2)

Les deux repéres (R;) et (Ry;) sont animés d'un mouvement plan. Le
mouvement est une rotation instantanée d'axe perpendiculaire a (P;) et (P,).

On a donc
> >
9 = 'z
-
= y' z
A/ lére définition du C.I.R

On appelle centre instantané de rotation (en abrégé C.I.R.) le
point ou Ay, perce les plans (Py) et (P,).

B/ 2éme définition du C.I.R.

Si I€dy ona Vi(I)=0 D'oi

Le centre instantané de rotation d l'instant t est le point géomé-

trique coincidant & t avec le point € (P,) dont la vitesse par rapport a

(Py) est nulle d cet instant.
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ﬂ
N X,
Figure 1

exemple : P,

P, | "1
Figure 2

A . _ . .
Si V%(I) = 0 1le centre instantané de rotation est le point de contact.

2.3.2 DETERMINATION PU C.I.R.

A/ Détermination vectorielle

21 eq = - .
Soient 3%(02) et 5 les éléments de réduction en 0, du torseur des
vitesses. On peut appliquer la théorie générale faite précédemment. Le C.I.R.

du mouvement de (P,) par rapport a (Py) est le point I = I", pied de la per-
pendiculaire abaissée de 0, sur Apy.

21 31
On a donc Ozi = QLA;—;!AQZ-)—
()2
T - Yz A Y300
021 = V4
v
57 - ZLA V3(0p) > >
2 - w (Zl - 22)
Remarque. Si y' = 0 le C.I.R. est & 1'infini, le mouvement est une transla-

tion instantanée.
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B/ Détermination analytique

Donnons nous les &léments du torseur distributeur des vitesses
dans les repéres (R1) et (Rz) réduit en Op

[0 ] x4 ]
-+1 >
Dans (R;) 3 = 0 Vé(Oz) = ¥l
)
_w JRI Lo —JRl
(0] [ Vx|
1 <>
Dans (Ry) G = |o V2(02) = | Vy
1
LY gy L0 g,

Remarque : (x', y', 0) et (Vx, Vy,, O) sont les composantes du méme vecteur
respectivement dans (R;) et (R2). Et 1'on a

x! cos ¢ -sin ¥ 0 Vx
y! = sin ¥ cos ¥ 0 Vy
0 0 0 1 0
R] R2

1°/ Coordonnées de I dans (R,)

Désignons par (X, Yz, 0) les coordonnées de (I) dans (Rp)

X2
0,1 = Yo
0 R,
VX
A
Xy 0 Vy
P!
Y = =
2 w'z
0
\Y
X = - —_L.
2 wy
\
Yo = w’f
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2°/ Coordonnées de I dans (Ry)
0l = 0,0, + 0,1
- x0T

- Yo + [ 021]
0 Jr R,

- iy |
0 ] x4
0 | A}y
1
ot = =ba =0
wlz
F--zg—
15
xf
0,1 = y
Lo g,
X3 = xp - %é
Y = YO+'$‘<':L

X) et Y; sont les coordonnées de I dans (Rj)

c/ Propriétés : Base et roulante

1°/ Définition
Au cours du mouvement I se déplace sur (P;) et sur (Pp). La
trajectoire de I sur (P;) est appelée la base (B). La trajectoire de I sur
(P>) est appelée roulante (R).

On définit donc les coordonnées paramétriques de la base et
de la roulante.

2°/ Propriétés

Théoréme : Au cours du mouvement la roulante roule sans glisser sur la base
et les deux courbes sont tangentes.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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D'aprés la définition
V() =0

Soit I point géométrique
(mobile fictif se trouvant

toujours en coincidence avec
le C.I.R.)

V(1)

V(D)

Vé(x) + V(D)

V2(I) (I t C.I.R)

Figure 3

> -> _
vi(I) et V2(I) sont portés
respectivement par les tan-
gentes & (B) et (R). Par
suite les deux courbes sont

-’
tangentes. Comme V5(I) = O
elles roulent sans glisser
1'une sur l'autre.

On peut donc restituer le mouvement de la maniére suivante :

(Py) on lie (B)
(P2) on lie (R)

fy Ay

et 1'on fait rouler (R) sur (B) sans glisser.

2.3.3 DISTRIBUTION DES VITESSES DES POINTS APPARTENANT AU PLAN (P,)

Soit I le C.I.R. et M € (Py)

Ven = V(D o+ @A ™
VM = G A

D'oll : & 1'instant t la distribution des vitesses est la méme que si l'on
avait une rotation autour du point I & la vitesse angulaire ¢'(R2 = P' zy).

C'est ce que l'on connaissait déjid d'aprés la théorie du mouvement plan d'un
solide.

A/ Conséquence. Normales aux trajectoires des points du plan mobile

D'aprés la formule précédente ™ est perpendiculaire 3 %%(M) s il
est donc porté par la normale 3@ la trajectoire du point M € (Py).

D'ol le théoréme : 4 L'instant t toutes les normales aux trajectoires des
différents points.de (P,) passent par le centre instantané de rotation.

B/ Application. Détermination du C.I.R de certains systémes.,

Exemple 1 : détermination du C.I.R de la bielle S, par rapport au bati S
dans un systéme bielle-manivelle.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Le point A de S; décrit le cercle de centre O et de rayon OA. Le
C.I.R se trouve sur le rayon OA (normale & la trajectoire)

Le point B de S; décrit la droite (0X;) le C.I.R se trouve donc
sur la normale en B 4 cette droite.

Conclusion : le C.I.R se trouve & l'intersection de OA et de la normale en
(B) 3 la trajectoire de B.

Exemple 2 : détermination du C.I.R de la barre AB (solide S,) dans son mouve-
ment par rapport au bati (solide 8;) dans le systéme ci-dessous.

343 3883 AN A AN AN

Figure 5

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Le point B de Sp décrit le cercle de centre O et de rayon R et le point A
de Sy décrit un diamétre de ce cercle.

Conclusion : le C.I.R se trouve 3 l'intersection de OB et de la normale en
A 3 la trajectoire de A,

ENVELOPPE D'UNE COURBE DU PLAN MOBILE

A (P,) on lie une courbe (Cy). Au cours du mouvement (C,) reste
tangente & (C;) ligde 3 (Py).

A/ Théoréme

Soit M le point de contact :

1 calculons sa vitesse dans le
repére (R;) & 1l'aide du théoréme
de composition des vitesses

Vi) = V2o + Vo)

.7l . .
maig V M) est perpendiculaire
lieu de | aIM (%Z(M) = 52 A Tﬁ), donc

IWI(M) - vz(M)] est porté par
la tangente commune a C; et C,,
il est donc colinéaire a V%(M).

- . . s
Figure & Q?nc M, erpendlculalrg a
V*(M) - V4(M), est porté par la
normale commune a Cj; et Cj.
D'ol le théoréme

Le centre instantané de rotation est sur la normale commune aux
deux courbes.

B/ Applications

1°/ Tracé de la tangente Q certaines courbes
Exemple : tracé de la tangente aux conchoides

Le solide S, est une barre AB astreinte 3 passer par un point O
du solide fixe S; et dont 1l'extrémit& A décrit une droite 0;Y; du solide Sj.

Le point A décrit Oy;. Le C.I.R I,; se trouve sur la normale en A
a Oyl.

La droite AB enveloppe le point O. Le C.I.R se trouve sur la nor-
male aux deux courbes, donc sur la normale en O 3 AB.

Le C.I.R est donc & 1l'intersection des deux normales : la tangente
3 la concholde est normale 3 I;.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Conchoide de droite

ﬂ‘ﬁ
B
I A
[1 —
0 0, (1) X,
Figure 7

Conchoide de cercle

Figure 8

Le solide S; est une barre A»B; astreinte 3 passer par un point
A] de S; et dont le milieu O2 décrit un cercle de centre 01 et de rayon

01A; de §;.

Le point Op décrit le cercle de centre 0; et de rayon 014;, le
C.I.R I; se trouve sur la normale i la trajectoire : le rayon 0;0,. La
droite AyB, enveloppe le point A;, le C.I.R se trouve sur la normale en 4,
d A2By. Le C.I.R est donc 3 l'intersection des deux normales donc finalement

sur le cercle.

La tangente en B, @ la conchoide est donc normale a 12132‘

2°/ Théoréme de 1'équerre

Soit une courbe (C;) € Py. Soit un repére M x; y, tel que M y,
demeure tangent & la courbe (C;). On peut le matérialiser par une équerre
constituant un plan P,,

Théoréme de 1'équerre

Lorsque (M) déerit la courbe C1 le centre instantané de rotation
du mouvement P,/P, est le centre de courbure de la courbe (C1). La normale

© [JP.BROSSARDY [9941110BAGe Epnstogddisisassesiy La développée (T1) de ().
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- M y; enveloppe la courbe
(C]_). Le C.I.R I;o est sur
la normale commune M xo

X by - la roulante est donc Mx;
Y, puisque cette courbe est
le lieu de I dans le plan

mobile.

P, ) - la normale My; enveloppe
la développée (T;) de (Cyp)
Or la courbe I'; est la base
)& du mouvement car Mx, est la
\ roulante.

Le point de contact Ij, est
donc 3 la fois '

// - point caractéristique de
I 1'enveloppe de la normale,

c'est 3 dire aussi centre
Figure 8 de courbure

~ centre instantané de rota-
tion du mouvement de (P;)
par rapport a (P;).

THEOREME DES TROIS PLANS GLISSANTS

A/ Théoréme :

Soient trois plams (P;), (P,), (P3) glissant 1l'un sur 1l'autre. Pour
chaque mouvement relatif (Pi)/(Pj) on peut définir un C.I.R Iij' Le nombre
de C.I.R est

n = C% = 3

A chaque mouvement (Pi)/(Pj) on fait correspondre le C.I.R Iij

() /(F)) e Iy (I, = Ij,)

(P3)/(Py) I3, (I3, = I,3)

(P1)/(Pg) e I3 (I3 = I3p)
Soit M € (P3)

-> - ——

Vien = 03 ToM

= m%; A Iy M [? normal a (Py), (P,), (P3)]
Vi = V00 + Voo

= —5% A I32M + 5% A IZIM
= z 4 [0f Tl + o) T10)

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Z A w} TN Z A [w3 Togh + wh Tp1M]

P— P ——t —_—
oy Ty = o ToM + w3 T
G EGT = o ML e o} I
2 —— ] ———
ou 0 = w3 I3Izz + wy I3lp

on obtient donc le double résultat suivant

Théoréme : Les C.I.R I3y, I3, et I, sont alignés et I3, est le barycentre
de Iy, et Iz, affectés des coefficients w3 et ws.

B/ Exemple
Trouver la base et
la roulante (trajec-
toire de I;,) dans
le repére (R;) et
dans le repére (R;)
1 Yo respectivement.

P, tourne autour de
01 de P0

o

2 tourne autour de
02 de Py

impose de plus que

= k = constante

o N

A Pg_on lie (Rg)
(q, Xo, Yo, Zo) tel

que
-
~~ = 90
)(o Xp d
s -
Zy porté par 1l'axe de
rotation de (P;)/(Pgy)
-> > >
Yo = Zg A Xg
g = O Io¢g = Oy On se propose de chercher I,;

I,, est aligné avec I,4 et Ip; = I, et 1l'on a

——y 1 T—— _
wy Ip1Iop + wp Ipnlp = O
mais IlOIZd = d ;0
>, +>] —
wy (Ip1I19 + I;5I59) + @0 (I21T10) = 0
° - — 1 °
wy d X9 + Ip3Iip (wg +w3) = 0
—— w3 >
110121 = d oy - U.)l XO

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.



- 147 -

_* _
0)I,; = d

k -1

Le point I,; est un point fixe de 0;0,. Par suite la base est un cercle de
centre 0) et de_rayon r; = |0;I,;| et la roulante un cercle de centre 0, et
de rayon rp = |0,1I5]|

c/ Application du théoréme des trois plans glissants & la détermination
de certains C.I.R d'un systéme formé de N plans glissants (N > 3)

1°/ Nombre de C.I.R

Soit un systéme formé de N plans glissant les uns sur les
autres. Le nombre de C.I.R est égal au nombre de combinaisons que l'on peut
faire en prenant deux plans parmi les N plans formant le systéme.

n = C§
n N((N-1)

2

2°/ Table et cercle des C.I.R : exemple

Soit un systéme formé de quatre plans glissants, par exemple
le systéme articulé formé de quatre barres ci-dessous

llZ lll

Figure 11

Il vy a n =

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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a) Table des C.I.R

1 2 3 4 On trace autant de colonnes qu'il
y a d'éléments. On commence par un
Io Iy3 I3y €lément quelconque et on le combine
avec les €léments successifs.
113 Ioy

I14

b) Cercle des C.I.R

Le nombre de C.I.R &tant égal au nombre de combinaisons que 1'on
peut faire en prenant deux éléments parmi N ce nombre est &gal au nombre de

segments que l'on peut tracer en joignant deux 3 deux N points tracés sur
un cercle.

~N
&

3
Figure 11 Dbis

3°/ Localisation des C.I.R inconnus

Certains C.I.R sont connus directement. On les barre sur la
table des C.I.R ou on réunit les indices correspondants par un trait fort su
sur le cercle des C.I.R

1
2 3 4

1
Ls pr<l Lati

I3 Izy 2 4
e

On va obtenir les C.I.R inconnus &
1l'intersection de deux lignes droi- 3
tes portant des C.I.R alignés avec

celui que l'on recherche.. Figure 12

a) Détermination de I;j

I;3 appartient au mouvement de (P;)/(P3). Afin de pouvoir appliquer
le théoréme des trois plans glissants combinons les &léments (1) et (3) avec
respectivement (2) et (4)

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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(1), (3) combinés avec (2) (1), (3) combinés avec (4)

1 2 3 1 3 4

I2 I3 <:::) I3y
(113) Iyy

D'aprés le théoréme des trois plans glissants appliqué successivement

I,3 est aligné avec I;o et 1I23
1,3 est aligné avec Iy, et I3y

Le C.I.R 1I,, se trouve donc 3 l'intersection des droites I,,I,5 et I;,15,.

Barrons I;; sur la table des C.I.R ou joignons les points 1 et 3 sur le

cercle des C.I.R 1
1 2 3 4

Lis 15 o
3 I, 2 4
I

- .. 3

b) Détermination de L,
Figurs 13

On combine les éléments
(2) et (4) avec les éléments (1) et

(3)

1 2 4
| ®

Iiy

2 3 4
I3 I3y,

I2y est aligné avec Iy et Iy,

I,, est aligné avec I, 3 et Igy

Le C.I.R I,, est donc & l'intersection des droites I;,I;, et I,3I4,.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Figure 14

Tous les C.I.R sont donc maintenant connus.

2.3.6 EXERCICE GENERAL

Les extrémités A et B d'une
r\q barre AB de longueur 21 sont

assujetties & rester sur deux
axes O;x,et O;y; rectangulaires

Déterminer :

As - la base et la roulante
- 1'enveloppe de AB
- la trajectoire d'un point ap-
partenant i AB
- la trajectoire d'un point quel-
conque appartenant & la roulan-
)(] te
- la trajectoire d'un point quel-
conque du plan mobile.

01
&)
© [JP.BROSSARD], [1994], Il*?ﬁ HH.yor,,Sous droits réserveés.
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La barre AB constitue un plan (P,) mobile se déplagant sur un plan fixe (P1)

(0; %1 y1 21)

A/ Base et roulante

1°/ Méthode graphique

A‘G

B 2

02

Figure 16

2°/ Méthode analytique

X,

Figure 17

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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A et B appartiennent au plan
(P2) :

- A décrit O0;x;. I;p est sur
la normale en A 3 0;x)

- B décrit 0;y;. Iy, est sur
la normale en B a2 01y .

Base

On lie I aux é&léments du
plan (Pp)

0;I = 21 (rectangle)

I décrit sur (P;) le cercle
de centre 0; et de rayon 21.

Roulante

On relie I aux éléments du
plan mobile de I. On voit AB
sous un angle droit. I décrit
sur (Py) le cercle de ¢ AB
(rayon 1) et de centre Oy mi-
lieu de AB.

On prend un systéme d'axes
liés 3 (Ry) d'origine 0, mi~
lieu de AB, tel que

7, - 2
ﬁz = ?2 A 22

(Z, =72, =% A ¥

On repére O, par la relation

X0
—
:'0102 = 1. yo
0

15}
On repére la rotation par

> >
vo= (x1, x2)
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a) Base : équation dans (P;) du lieu de I

X} = Xp -~

<§4g2€4;t

X, = v *

I1 faut alors trouver la relation entre y', xé, yé qui caractérise le mouye-
ment particulier auquel nous avons affaire ici. C'est ce que 1'on appelle
1'équation de liaison. On a immédiatement :

Xg = lsiny
Yo = lcosy
x§ = y' lcosy
yp = -~ y¢' 1l siny
d'ol
X; = 21 siny X2 +Y3 = 412
Y; = 21 cos y

On reconnait le cercle de centre 0; et de rayon 21

b) Roulante : équation dans (P,) du lieu de I

Vv
X = = Yy
2 v U
Y, = X
v
_
avec V%(Oz) =
L0 R,
Vi [ cos y sin ¢ 0] xj
Vy, = -sin y cos | 0 M
0 0 1 ]Lo
Vy = V' 1 cos 2v
= - ] >
Vy = ' 1 sin 2y
X = =1 cos 2y cercle de centre 02 et de rayon 1
Y, = -1 sin 2V X5 + Y5 = 12

B/ Enveloppe de AB

1°/ Méthode géométrique
La droite AB est une courbe (Cy) du plan (P3). Le point de

contact de AB avec son enveloppe est le point M pied de la perpendiculaire
abaissée de I sur AB.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Le point M est sur le cercle de diamdtre O,I qui roule sans glisser sur le
cercle de centre 0; et de rayon O;I.

03

9

02
20

0,

Figure 18

Le point M décrit donc une hypocycloide 3 quatre rebroussements ou astroide.

2°/ Méthode analytique

-0n écrit 1'équation de AB dans Rl et on cherche son enveloppe
L'équation est de la forme :

]
o

ax + by + ¢

]

a cos ¥

b

(composantes d'un vecteur normal)

sin y

Elle passe par le point 0. D'ol

l cos Vv siny + 1 sin ¢ cos ¥ = c
L'équation de la droite est donc

X cos y +vy sin Y -1 s8in 2y =0
Dérivons par rapport au paramétre i

-—xsiny +ycosyp~2lcosy = O

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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On obtient 1'équation paramétrique de l'enveloppe en résolvant le systéme
d'équations

3 X cos y +y sinyp - 1 sin 2¢

- x sin y + y cos y = 21 cos ¥

1 sin 2y sin y
21 cos 2y cos

1

cos Y 1 sin 2¢
- sin V¥ 21 cos 2y

y
1
x = 1 sin 2y cos ¢ - 21 sin ¢ cos 29
x = 21 sin ¢ cos? ¢y - 21 sin ¢ cos? y + 21 sind ¢
x = 21 sind3 y

= 21 cos Y cos 2y + 1 sin ¢ sin 2y
= 21 cos3 ¢ - 21 cos ¥ sin? ¢ + 21 cos ¥ sin? P

= 21 cosd v
On reconnait 1'équation d'une astroide que 1'on peut écrire en coordonnées
cartésiennes
2/3 2/3
X + y -
212/3 2 12/3
c/ Trajectoire d'un point appartenant 3 AB

C'est la génération classique de 1'ellipse par la bande de papier.

D'oli le nom de mouvement elliptique donné i ce mouvement.

Y,
B i
M
0, A ;]
Figure 19

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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D/ Trajectoire d'un point quelconque de la roulante

4

Soit M € (R)
Vi = 95 A ™

| %é(M) _L_ IM passe
donc par O . Or si
la vitesse passe cons-
tamment par un point
fixe la trajectoire
est une droite pas-
sant par ce point.

02

X, En effet repérons le
point M dans (R;) en
coordonnées polai-

R res

Figure 20 oM = o1

L
+

Hey O
&2

A

mais Vs (M)

On a donc — =0 1 est donc un vecteur fixe et la trajectoire du
point M est une droite. Donc tout point de la
roulante décrit un diamétre de la base. (C'est un résultat déja connu : une
hypo cycloide 3 deux rebroussements est une droite).

Application : mécanisme 3 décrire la ligne droite (mécanisme de Cardan)

~

Le solide (S;) fixe est constitué par une roue dentée & contact
intérieur de centre O; et de rayon 21. (base)

Le solide (S;) est constitué par une roue dentée 3 contact exté-
rieur de centre O, et de rayon 1 (roulante).

Une biellette S3 est destinée & assurer le mouvement de O,.
Lorsque (S;) roule sans glisser sur (S;) un point B, de la rou-
lante (S;) a une trajectoire rectiligne dans (S;) (diamétre du cercle de

base).

La bielle (S,) est donc animée d'un mouvement rectiligne alternatif.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.



- 156 -

Figure 21

E/ Trajectoire d'un point quelconque du plan mobile

Soit P appartenant
Y au plan mobile. 0,P
coupe la roulante
en M et N points
appartenant au plan
mobile.

4
*
Y,

M et N points de 1la

roulante décriven

[ ] | les diamétres 0;X;

i et 01Y; de la base.
P décrit donc une

\\\\? " x* ellipse d'axes O]XT

et 01Y3.

Figure 22

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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3 ']=|3]

Figure 23

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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F/ Vitesse du point A

V) = Vh(o,) + 3} A OA

0,4 = 21 sin ¥ X
Vi) = 219" cos v X

Le mouvement du point A est un mouvement harmonique.

2.3.7 CENTRE DE COURBURE DES ENVELOPPES DES COURBES € (P,).
CENTRE DE COURBURE DES TRAJECTOIRES DES POINTS DU PLAN (P2).

A/ Construction d'Euler Savary

1°/ Centre de courbure de 1'enveloppe d'une courbe de (P;)

Le probléme est le suivant : on connait la base (B) et la roulante
(R) ainsi que leur centre de courbure en tout point (G; et G, centres de
courbure de B et R respectivement en contact en I). Une courbe (Cy) du
plan mobile enveloppe au cours du mouvement une courbe (C;) du plan fixe.
On connait le centre de courbure (yp) de (Cy).

Peut-on trouver le centre de courbure (y;) de (C;) ? La construc—
tion de Savary permet de répondre par l'affirmative.

La base et la roulante sont tangentes en un point qui est le C.I.R.
I. La tangente commune est désignée par Ix et la normale commune par Iy.
G; et G, sont sur la normale commune.

Le point caractéristique est M (point de contact de la courbe (Cp)
avec son enveloppe).

a) Transformons le probléme géométrique en un probléme cinématique.
Installons en I et M deux équerres de Freinet qui constituent les
plans (P3) et (P,). Il y a donc en présence quatre plans glissants
(1), (P2), (P3), (Py) donc

n = —ij—§- = 6 C.I.R distincts 3 savoir
1 2 3 4
Lys 1% @

=

certains C.I.R sont connus & 1l'aide du théoréme de 1'équerre

I = &
I = G
Lio = vg

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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D'autre part Ip; = 1

La recherche de y; est transformée en la recherche de I,; (théoréme de
1'équerre)

~- Déterminons Ig,

Combinons I3, avec 1'élément 2 9 3 4
I3, est aligné avec I3 et I,,. D'autre part Iog | (E:)
IM cGté de l'équerre (B, ) enveloppe le point I
I (sommet de 1'équerre 3) dans le mouvement 24

de P, par rapport a Py

Le C.I.R I3, est donc & l'intersection H de la normale en I & IM et de I;3Ipy

- Détermination de I,

Tous les C.I.R sont maintenant connus sauf I,; = y;. Combinons les
€léments (4) et (1) aux €léments (3) et (2).

1 2 4 1 3 4

L2 Iyy 113 I3y

@ @

I)y4 est & 1l'intersection de 1Ij,I,, et de 1I;3I3,.

B) Résumé de la construction

- on joint GpYp

— on méne en I la normale a IM

- ces deux droites se coupent en H = I3y

- on jJoint HGy et IM

- HG et IM se coupent au point Y; cherché

b) exemples

Exemple 1 : dans 1'exemple de la barre AB se déplagant dans un angle
droit, déterminer le centre de courbure y; de 1'enveloppe
(astrolide) de la droite (AB)

La barre AB est une courbe C». Le point caractéristique M s'obtient
en menant par I la normale a AB. Le centre de courbure vy, de la barre est 3
1'infini dans la direction perpendiculaire a AB.

Le centre de courbure de la roulante est 0.
Le centre de courbure de la base est 0;.

Oy, est obtenu en tragant par O, la paralléle a4 IM. L'intersection de O,y,
et de la perpendiculaire en I & IM donne H. Le point y; cherché est a 1'in-
tersection de O;H et de IM.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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01=0,

Figure 24

Exemple 2 : centre de courbure de 1'enveloppe d'un diamétre de la

roulette dans le mouvement cycloidal. Lieu du centre de
courbure.

Le point M est le point caractéristique. Le triangle G,MI est
rectangle.

Le point H est & l'intersection de la normale en I a IM et de la
paralléle a MI menée par G, (y, & 1'infini dans la direction IM). H est donc
diamétralement opposé 3 M sur le cercle de diamétre Gy;I. au cours du mouve-
ment 6 = 2yp. Le cercle de centre O et de diamétre G»I roule sans glisser
sur le cercle de centre G; et de rayon R. Il roule donc aussi sur la base
(B) et M engendre une cycloide de roulette : le cercle de rayon R

2

Le point H est un point fixe de la roulette (0, _) I1 décrit donc
une cycloide &gale mais décalée de 1.

Le centre de courbure est v;. On a Hyl = sz (parallelogramme)
Le lieu de y; est d&duit de celui de H par la translation d'amplitude Hyl G I.
C'est donc une cyclolide égale i la cycloide enveloppe du rayon FJ.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Figure 25

Exemple 3 : un cercle de rayon (Rz) roule sans glisser sur un cercle
de rayon Ri. Trouver l'enveloppe d'un diam@tre de (R2).

Figure 26

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.

La construction se
fait comme précé-
demment.

Enveloppe : c'est
le lieu de M.
———

TN
MOI = 2 IGoM

Le point M appartient
donc au cercle de
diamétre IGz qui
roule sans glisser
sur la base.

La trajectoire de M
est donc une épicy-
cloide.
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2°/ Centre de courbure de la trajectoire d'un point M de (P,)
d) Construction

La courbe (C,) se réduit au cercle point M. Le point y, est con-
fondu avec M. On cherche le centre de courbure de la trajectoire (C;) de
M.

/nf ! @)

Figure 27

b) Exemples

Exemple 1 : centre de courbure d'une épicycloide.

Figure 28

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Exemple 2 : centre de courbure d'une cycloide. Montrer que la déve-

loppée est une cycloide égale.

M

Figure 29

0150'

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.

On construit facilement le
point v;

—— P
Ona Hy; = 2 G,I

Par suite le point y; décrit
la cycloide déduite de la
cycloide décrite par H par
1a_E£anslation de vecteur

2 GoI. C'est donc une cyclo-
ide égale.



- 164 -

B/ Formule d'Euler Savary

'
Y
X
—_— 72
N2 C2
\.\ 6
. % ) x
e
.\.
\.
\ Figure 30
\y,

. ,' -~ - -> . 3
On oriente 1a+tangente en I 34 1la base et 3 la roulante par x (grb1tra1re).
On construit y directement perpendiculaire. On oriente IM par X arbitraire
et on construit Y directement perpendiculaire. On pose

& % = 6
W = Ry
— >
0, = Ry
— ->
Ivi = p,1 X
—_— >
Iy = p2 X
—— ->
IH = p Y

Ry, Ry, p1s Pps U Eétant des valeurs algébriques.

On cherche une relation entre p;, P2, R, R2 et 8. Pour cela on écrit 1'é&qua-
tion des droites Hy; et Hy, dans le systéme d'axes I, X,

=~ droite Hy; .S E— = ] X, Y coordonnées d'un point courant
1 de la droige HY1 dans le systéme
d'axes I, X, Y

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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X, Y coordonnées d'un point courant
de la droite Hy,

t|»<
[

. X
- droite Hy, 9_2- +

Ces droites passent respectivement par G; et G,

_M sin 6 | :
- e} >
IG; = Ry cos 6 IGg = Ry ¥
e
L0 Ja, %D
—Rz sin 6 |
—_— — -
IG, = Ry, cos 6 IGp = Ra2 vy
0 > >
L - (I; X, Y)
d'ol
Ry sin 6 + Ry cos 6 _ 1
Pl u
Ry sin 6 , Ry cos 6 _ 1
P2 H
sin 8 ., cos 8 _ 1
+ = ——
Pl u Ry
sin 6 +cos 6 _ 1
P2 u Ry
en retranchant membre 3 membre
LI WA IV I
1 _ 1
On pose souvent i? %
1 - 1 _
P2 P1 h sin 6

Remarque : cette relation est évidemment valable qu'il s'agisse de centre de
courbure d'enveloppe ou de centre de courbure de trajectoire (dans ce dernier
cas il suffit de faire M = vy,)

c/ Cercle des inflexions. Cercle des rebroussements

1°/ Cercle des inflexions

a) Définition du probléme et détermination

On cherche le lieu des points qui & 1l'instant (t) sont point d'in-
flexion de leur trajectoire.

S1 un point est point d'inflexion de sa trajectoire on a
pl = o0 ———————p —l— =

Pl

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Les points qui sont point d'inflexion vérifient donc

- 1
P2 h sin 8
pp = h sin 6

C'est 1'équation d'un cercle en coordonnées polaires : il passe par l'origine
I, il est Egntré sur IG, son diamétre est d; = ]h]. 11 recoupe l'axe des y en
K tel que IK = h y. Il est donc tangent en I 3 la base et 3 la roulante.

b) Retrouvons ceci & 1'aide de la construction d'Euler Savary

G;, G2 sont connus
Y1 est connu

Prenons une direction (A) quelconque passant par I et cherchons sur
cette droite un point M répondant 3 la question (probléme de trajectoire)

4’2
direction A

Figure 31

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Le point y; est & l'infini dans la direction IM. y;G; est donc paralléle a
IM. H est 3 1l'intersection de y;G; et de la normale en I & IM. Le point M
répondant 3 la question sur (A) est donc & l'intersection de (A) et de GyH.
Le point H décrit le cercle de diam&tre IG; lorsqu'on fait varier la direc-

tion (&)
G,G GoH
D'autre part 2201 = 22T
S — —_—
GoI GoM

Le point M décrit donc le cercle homothétique du cercle lieu de H, dans
1'homothétie de centre G, et de rapport

——
k= £26
———
Gat i
C'est un cercle de diamétre IK tel que k = —&=
GoK

Un cercle de rayon r roule sans glisser sur un cercle de rayon
R = 2r. Trouver le cercle des inflexions.

/ Figure 32

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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on a p» = h sin 6
h R, R,
1 | 1
h " * 2r

= 3 1

2 r

_ 2
h et 3]‘.‘

Ce cercle passa par I ol il est tangent aux deux cercles précédents, il a
pour diamétre

- 2
h-3r

2°/ Cercle des rebroussements

a) Définition du probléme et détermination analytique

On cherche le lieu des centres de courbure des enveloppes des
droites du plan mobile.

Si (C2) est la droite (Dj) pp —> Y =0
2

La formule d'Euler Savary s'écrit - . S —

P h sin 6§

p1 = - h sin 6
C'est 1'@quation d'un cercle passant par I, cengré sur Iy de diamétre d = |h‘
et coupant l'axe des y en K' tel que IK' = - h y. Il est donc symétrique du
cercle des inflexions par rapport & la tangente commune 3 la base et & la
roulante.

Cercle
des inflexions

Tangente commune a la

base et a la roulante

des rebroussements

K’

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.

Figure 33
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b) construction géométrique

D2= €2

Figure 34

H décrit le cercle de diamétre IG,. y; est l'homothétique de H dans 1'homo-
thétie de centre G; et de rapport

—— — —
GIYl _ GJ‘LI _ GJK
— T =T ==
G1H GiG, G 1

Le point Y] décrit donc le cercle homothétique du cercle 11eu de H dans
1'homothétie considérée : cercle de diamétre IK'.

c) Justification_de_1'appellation cercle des rebroussements

Les enveloppes de toutes les droites paralléles & (Dz) ont méme
centre de courbure. Considérons en particulier la droite (Dz) passant par
v1. Le rayon de courbure [Myl] est nul. L'enveloppe de la droite (D%) pré-
sente donc un point de rebroussement.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Exemple 1 : un cercle de rayon R roule sans glisser sur une droite., Trouver
le cercle des rebroussements.

Méthode analytique
AY'

{
Figure 35

L'équation du cercle des inflexions s'écrit o = - h sin @

[

==

w
N

=
-

=l B

p; = = R sin @
C'est le cercle de diamétre IK', K' étant défini par IK' = -R y

Méthode géométrique

Le cercle des rebroussements est symétrique du cercle des inflexions
par rapport a la tangente commune & la base et & la roulante. Le point G, dé-
crivant une droite est sur le cercle des inflexions. Le cercle des inflexions
est le cercle de diamétre IG,. D'ol le cercle des rebroussements.

Exemple 2 : les cBtés d'un angle droit passent par deux points fixes A et B.
Trouver le cercle des rebroussements dans le mouvement de 1'angle
par rapport au plan lié aux points A et B.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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BASE ; cercle
des rebroussements

Roulante

Figure 36

On construit le C.I.R I : 2 l'intersection des normale en A au cdté CA et
normale en B au cdté CB . ,la base est le cercle de diamétre AB
' la roulante est le cercle de centre C et rayon CI
1'enveloppe de CA est le point A.
Le point A est donc point de rebroussement & tout instant de l'enveloppe de
CA. Il appartient donc au cercle des rebroussements. De méme le point B appar-
tient au cercle des rebroussements.

Les trois points A, B, I appartiennent au cercle des rebroussements,
c'est donc le cercle de diamétre AB.

© [JP. BROSSHRRATRY), iNshEied§EF ttis Rl eEhFQussements est confondu avec la base.
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2.3.8 DISTRIBUTION DES ACCELERATIONS DES POINTS DU PLAN MOBILE

A/ Formule générale donnant l'accélération

Soit M un point quelconque du plan mobile (P2)

Wao = g} 4 ih (I &tant le C.I.R)
d dl I
oy = ?EaéAm+3%AT
B -
-
Jhon = "z A TR A PO - VD]
mais M est un point appartenant au plan mobile (par contre I est un point
géométrique)
Bap = v AT+ A G AT -8 A WD
-> > — —
T = yrz A M- 2 ™ - G A V(D)
posons VI(I) = Wx (la vitesse du point I est portée par la tangente
commune & la base et & la roulante)
- W
Y ® = -7 7
1 " -
Jo(M) = y" z; A IM
- QJ'Z IM
-y ;1 AWx
— —_—
I = IK + KM
Fen ="z AT - 2 TR+ KD - ' WY
T = Yz Affuw'z%?-w'zﬁ?-w' Wy
-)1 "+ —_— '2 —
Figure 37 JoM) = Y" z; A IM - ¢'S KM

B/ Signification cinématique du point K

Calculons la vitesse et 1l'accélération du point K du plan (P,)

Vi) = BATIK = y'zZ A IR
Bw o= vz AT

En K, les vecteurs vitesse et accélération sont colinéaires ; la
trajectoire y présente donc un point d'inflexion. Le point K est donc diamé-
tralement oppesé au point I sur le cercle des inflexions. Le point K est donc
celui envisagé au chapitre précédent

IK

W= -

—

IK = hy

IS

=

€ =

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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c/ Lieu des‘points dont l'accélération normale est nulle

L'accélération est donc purement

Y tangentielle, D'oli
K B . o= o0

-~

puisque IM est la normale 3 la trajec~
toire du point M.

—
Jm 0 = (" z] ATHM) TM - y'2 K . IM
M — —
KM . IM = 0
| X C'est 1'équation d'un cercle de dia-
métre IK. On a son gquation analytique
dans le repere (I, x, y)
X
- W
Figure 38 KM = y+oT
0
x ]
—
M = |y
0_
x2 + y2 4 %‘T y = 0
D/ Lieu des points dont l'accélération tangentielle est nulle
L'accélération est donc purement nor-
male. D'ol
oy 2 = o
X
—
posons 1IM = y
0 > >
(I, x, ¥)
M
1
o M 0 = (W2 ATM) A M- y'2 I A M
= T (TMZ) - 9"z (TD2 - 92 RN T
—=X
X X
— —
REATH = | y+3r |ty
0 _ -0
_ W >
= - X -w—, 21
Figure 39

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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On a donc

0 = + ;1 [— P (x2 + y2) + ‘p'z’-‘;—,— x]

1
et finalement 0 = x2+y2- E—’ﬁ— X

Le lieu des points d'accélération tangentielle nulle est un cercle

centré sur la tangente commune d la base et 4 la roulante et passant par I.
Il est orthogonal au cercle des inflexions.

E/ Point d'accélération nulle. Centre des accélérations.

Il est & 1'intersection des deux cercles précédents. L'accélération
nulle suppose une accélération normale nulle et une accélération tangentlelle

nulle. On peut aussi écrire
Wy _ _Wy'x
v T
12

le point d'accélération nulle se trouve 4 l'intersection du cercle
des inflexions et de la droite d'équation

12
y = = %n_ x
Cercle d
. erc e. es Y
inflexions 1 '
K Droite d'équation y=—— X
¥
J
R
=X
|
B
Figure 40
Remarque : si y" = 0 on a 3§(M) = - q,'Z KM Le point d'accélération nulle

est donc le point K.
© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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F/ Justification de 1'appellation centre des accélérations
P

L'accélération d'un point M quelconque est donnée par
Hap = "2, A -2 ®
Pour le point J, centre des accélérations, on peut écrire :
@ = vz AT -2
en retranchant membre 3 membre

By = ymzp AMI -2 W

Tout se passe comme si l'accélération du point M était celle & l'instant t
d'un mouvement circulaire de centre J. Les accélérations sont distribuées

comme dans une rotation de centre J.

Remarque : Pour les vitesses il faut par contre envisager un mouvement cir-
culaire de centre I (centre instantané de rotation). Les vitesses
sont distribuées comme dans une rotation de centre I.

G/ Expression de 1l'accélération normale de M
Orientons IM par X, arbi-
traire, et posons IM =p X
- -
y JLn = gz A TH - ' 2KN
> 1 >q >
X F o= [B30).%].X
X . T
1 -
Cercle = [jz(M).—BJ X
des infiexions “O
-> |2
Fn = - Lp—(ﬁ.fﬁ) ?(
Sgit M0 1'intersection de
IM avec le cercle des in-
- X . flexions. On aura :
| — -
. KM . IM =
Figure 41 o 0
2
- q;' — —_— —rq >
Foo= - [(KMO + M) ™ X
- L) e —_— ->
F o= -VY— (M. 1) X
- _ 2 T > >
F o= =¥ (MM . X X
> y =
F o= - 0% MM

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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H/ Détermination de 1l'accélération d'un point connaissant le centre

des accélérations et l'accélération d'un autre point.

1°/ Théoréme

B Figure 42

—

cos [_:I_ﬁ, jé(M)J = _‘w__:‘:il(ﬁ_
REIRREEN

- z!vZ TMZ
3% . [Tz an |
lan (R,I)Z + wlL& (3{1)2
= 3—&2 (wnZ + wvh)

]

*12
M

- wlz ‘J"qu

Soient M et M' deux points
du repére mobile (Ry), soit
J le centre des accéléra-
tions, soient les vecteurs
1 T vt

J3 (M) et J3(M").

On se propose de montrer
que J, M, et l'extrémité A
du vecteur J%(M) ; J, M' et
1l'extrémité B du vecteur
J%(M') constituent des fi-
gures semblables.

Calculons sinus et cosinus
\ o =
des angles orientés [_JM,

Jhw] et [T, TiM"]
Jh) = y"Zy A TM - y'2 W

Tiy= ¢ 3y 4 F- 972 T

cos [ﬁ, jﬁ(M)]

3] . [3H] AT

_va
TEEERE

cos D—ﬁ, 3%(1\1)] :

[FaFan] .2

sin D‘ﬁ, J1 (M)] —
i ETEE

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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™A T oA [y zy AT - v'2 THA M

= + " (M2 .z

= " (IM) 2
sin [JM, J3an] = + b7 (M)
[3™] . | 3] V@™ + y™2)
sin [_J_ﬁ, jé(M)] = + v
‘P" + w'
de la méme maniére on aura
cos Lﬁd' 3%(}4')] = ____1_1)_'_?;_____
sin @—ﬁ', j%(M’)] R L
/‘p'u + w‘lz

Dans le plan orienté les angles m, 3! M] et D_ﬁ', j%(M')] sont égaux.
Donc les angles [_ﬁ, j%(M):] et f_l_.\T'—j, 32(M')] sont aussi égaux. Ils sont
repérés par o sur la figure.

D'autre part [3§(M)| = lﬁ’l] L ATE gt
Bonl - [F]. G
d'od 1 —_
o) _ M|
[3300 | ||
—M—'-g = -:I.M——.
MA IM' '

Les triangles M'BJ et MAJ sont donc directement semblables.
D'ot la constyuction : a partir de JM' on construit un triangle JM'B direc-~
tement semblable au triangle JMA
2°/ Application
Un cercle de rayon (Rz) roule sans glisser sur un cercle de

rayon (R;). La vitesse du point 0, étant constante en module et donnée,
calculer 1'accélération d'un point M' du plan mobile.

-

V(1)

(D) 10, + G} A 0,1

]
o

I
<

)
(=4

N

e — L
= 8" Z A 010 +y' Z A O
- > > ->
= 6'"ZA (R +R)Yy+y'ZA-Ry
- -

= [6" (Ry +R) - V' Ry Z Ay = 0O
Soit p' Ry = 6' (R} + Rp)
or par hypothése |v§021 = cte —* 6' (R} + Rp) = cte — Y' = cte

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Y
Figure 43
|
- X,
02
B
© X
01 / iﬁ
Le mouvement de C»/C; est tel que y' = constante et y" = 0.

Par suite le point J centre des accélérations est confondu avec le point K.
(K est opposé du point I sur le cercle des inflexions).

Le cercle des inflexions a pour diamétre h tel que
On se propose de faire la construction de l'accélération
d'un point M' situé sur le cercle C,.

o

©w
Ko

=
N

Un point M a une accélération connue : Oy
— ->
330 = - ¥'2 (Ry + Rp) ¥

Représentons cette accélération par le vecteur OpA. Le triangle JMA est
déformé, triangle applati du fait de la nullité de y".

Le point M' a une accélération 3 déterminer. Soit M'B le vecteur
représentant cette accélération. Le triangle JM'B est applati, M'B passe
par J et le sens de l'accélération est de M' vers J.

Jo, JA
M JB

Les triangles JO,M’' et JAB sont donc semblables.

Nota : nous aurions aussi pu faire 3%ﬁ = J0, = - y'2 KO0, = - y'2 30,
Tt
- p'2 M

04 _ JOp

donc M B T
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CONSTRUCTION DE BOBILLER “y

A/ Probléme
|

Figure &4

On veut construire le centre de courbure y, de 1'enveloppe (Cl) d'une courbe
(C,) liée rigidement au repére mobile (R,), de centre de courbure y, connu.
On ne connait pas la base et la roulante dans le mouvement de (R,) par rap-
port & (R;). La construction d'Euler-Savary ne peut donc pas s'appliquer.
Mais on connait les centres de courbure y] et yj des enveloppes (C{) et
(€1") de deux courbes mobiles (C3) et (C}) de centre de courbure yé et yg.

La construction de Bobiller permet de résoudre le probléme.

Remarque 1 : on peut avoir 3 déterminer le centre de courbure y; de la tra-
jectoire (C;) d'un point du plan mobile. On est immédiatement ramené au cas
précédent en considérant qu'il s'agit d'un cercle point.

Soit Cy le cercle de centre 0; et de rayon R;

Soit C, le cercle de centre 0, et de rayon R,
C, reste tangent extérieurement & C; en I et roule sans glisser sur C;.
On repére la position du centre O, par 1l'angle 6. On repére la position d'une
direction fixe dans R, par l'angle y.

@ o=y
Remarque 2 : lorsque la courbe du plan mobile P, est une droite D, le centre

de courbure y, est & 1'infini dans la direction perpendiculaire
a D, et le point caractéristique M sur la normale menée de I 3

D,.

B/ Droite de Bobiller

Orientons IM' et IM" par'§ et Y. (1, i, ?) constituent un systéme
d'axes obliques.

Posons T;f = pf‘ﬁ E;f = oY 3
— —_
Tys = pd X vg = o3 Y

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.



- 180 -

Ecrivons dans ce systéme d'axes les équations des droites y]y}

et yiv%
. X Y
D 1t 1Y —  — =
roite v]y} o1 5T 1
. X Y
——— e wm— =
Droite v3vY¥ 51 * 58 1

en retranchant membre & membre on aura le lieu du point d'intersection B

1 1 1 1

mais d'aprés la formule d'Euler-Savary nous avons

LS IS R EN S

p3 ol Ry R;” sin 6'

RN RS W N S

p? ol R, R;’ sin 6"
X Y

- + T
sin 6°' sin 6"

les coefficients (Bé-- %TO et (Eé-- %?) ne dépendent que de la direction

des droites IM'

et IM" et non de la position des points y{, Y3 et vy, v5¥ (6' et =" fixes)
Pour un couple de droite donnée IM et IM', les droites Y{v{' et +}v¥ se
coupent sur une droite fixe d'équation

X Y
sin 6 sin 6"

= 0
Cette droite passe par 1. On 1l'appelle droite de Bobiller.

Remarque : on peut prendre comme courbes (C3) et (CY) deux cercles points
M'et M".

C/ Propriétés de la droite de Bobiller

Sur les directions IM' et IM" (A' et A"), prenons deux points P'
et P" situés sur le cercle des inflexions et appartenant au plan mobile. Il
s'agit de deux cercles points y} et vy}, les centres de courbure y{ et y} de
leur trajectoire sont 3 1l'infini dans les directions IM' et IM". Le point
B; est donc & 1'infini dans la direction P'P". La droite de Bobiller est
donc paralléle a P'P".

A~ o~
Sur la figure on a immédiatement xIM' = P'P"I = P"IA

Conclusion : la droite de Bobiller relative aux directions L' et A" est

L'antiparalléle de la tangente commune d la base et & la roulante par rap-
port au couple de directions A' et A",

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Droite de Bobiller Y X
relative 3 A'A”

,'Yilﬁn

Cercle des

Figure 45

D/ Utilisation de la droite de Bobiller

Solution du probléme proposé en début de paragraphe.

On construit la droite de Bobiller (D) relative au couple de droites
IM' et IM". 1IB (A'A"). On peut alors tracer la tangente 3 la base et 3 la
roulante : elle est antiparalléle de IM' et IM" par rapport i (D).

On construit la droite de Bobiller (D') relative au couple de droi-
tes IM' et IM (on peut évidemment prendre IM" au lieu de IM'). (D') est anti-
paralléle des droites IM' et IM par rapport 3 la tangente Ix. Il suffit donc
de reporter a partir de IM un angle XIM'. On joint Y3y, qui coupe (D') au
point B', L'intersection de B'y] avec IM détermine y; cherché.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Tangente a la base et
a la roulante

Figure 46

E/ Exemples
1°/ Déterminer le cercle des inflexions du systéme bielle manivelle
(mouvement de la bielle par rapport au bdti). Déterminer le centre de cour—
bure de la trajectoire d'un point du plan de la bielle.

a) Cercle des_inflexions

On construit le C.I.R 1I.

On connait les trajectoires de deux points A et: D de la bielle
(respectivement le cercle de centre O et de rayon OA et la droite OD). On
connait les centres de courbure de ces trajectoires (respectivement le point
0 et le point & 1'infini dans la direction de la perpendiculaire en D 3 OD).
On obtient donc le point B appartenant 3 la droite de Bobiller 3 1'inter-
section de AD et de la normale en O & OD. On détermine facilement Ix tangente
a2 la base et a la roulante. Le cercle des inflexions est centré sur la normale

-

en I 4 la base et & la roulante et il passe par I et D (qui décrit une droite).

Le centre C du cercle des inflexions est donc 3 1l'intersection de
© [JP.BROSSARD], [19945h 8¥SAcded yerm tolis droltkrégarvege la médiatrice de ID.



- 183 -

b) centre_de courbure y; de la trajectoire d'un point M du plan de
la_bielle. )

B tangente a la
base et a la
roulante

‘572
=
[ o
0:‘71 nE'Yz
Cercle des inflexions

~

Figure 47 ,A
7 d oo

Tangente a la base
et a la roulante

M
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on construit la droite de Bobiller (D) relative aux directions ID et IA
(A" et A'). On peut alors construire la tangente & la base et 3 la roulante.
On peut facilement construire la droite de Bobiller (D') relative aux direc-—
tions IA et IM (elle est antiparalléle de Ix par rapport 3 IM et IA).

(A' et B)

On joint AM qui coupe (D') en B'. On joint OB' qui coupe la droite
IM au point y; cherché.

2°/ Déterminer la tangente d la base et 4 la roulante dans le
mouwvement de la roue par rapport au chassis, dans une sus-—
pension d quadrilatére articulé (systéme Lotus).

Chercher le centre de courbure y; d'un point M = y3; porté par
1'axe de la roue.

Tangente a la base
et a la roulante

Figure 49

S

Déterminons au préalable le C.I.R des mouvements des barres dans les mouve-
ments (P;)/(P;). On dresse les tableaux des C.I.R et 1'on a immédiatement
les C.I.R inconnus I3; et I,,.

On connait les trajectoires (y§ et y} respectivement) de deux
points du plan (P3)I3; et I43 dans le mouvement par rapport au plan (P) et
les centres de courbure Ip; et I,; de leurs trajectoires (y} et y] respecti-
vement). La droite de Bobiller (D) passe donc par le point d'intersection B
de I3,I,3 et de IpjIy;. (B n'est autre que Ipy).

On construit facilement Ix tangent 3 la base et i la roulante.
Soit un point M = y3 du plan de la roue, on construit la droite de Bobiller
(D') relative au couple de droites I3;I3, et I3;M. On joint I,M qui coupe
‘la droite (D') en (B') on joint B'I,, qui coupe I3 M en v3.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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3°/ Méme probléme. Suspension type Mac-Pherson

Y33 oo

a) Détermination de Ij3;

Figure 50

Tangente a
la base et a

la roulante

Dressons le tableau général des C.I.R

1 2 3 4
Iz I3 I3y
I; Ioy

Iy

I,,, I,, et I,, sont connus directement on veut déterminer I3;. Dressons

la tableau auxilliaire

1 e
132 I3
I13

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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~

D'autre part la droite A3B; appartenant i 1'élément 3 enveloppe le point
I,; appartenant & 1'élément 1. Le C.I.R. 1I3; se trouve donc sur la nor-
male en I,; 3 AB. On obtient le C.I.R. I3; & 1'intersection des deux
droites précédentes.

-~

b) Droite de Bobiller tangente en Ia; & la base et a la roulante

On connait la trajectoire du point I32yY et son centre de courbure
I27YY . On connait la droite A3B3, son centre de courbure v4 (& 1l'infini) et
le centre de courbure Iy; = Y] de son enveloppe (cercle point Iyj).

On peut donc obtenir le point B appartenant & la droite de Bobiller
(relative au couple de droites A' A") et par suite la tangente 3 la base et &

la roulante

c) Centre_de courbure de la_trajectoire d'un point du_plan mobile

Soit M = y3 appartenant au solide (3). On construit la droite de
Bobiller relative aux directions I3jM et I3;I,;(A et A") on obtient B' &
1l'intersection de I3pM et de (D'). On joint B'Ip; qui coupe I3;M au centre
de courbure y; de la trajectoire de M.

2.3.10 CONSTRUCTION DE BRESSE - FORMULE DE BRESSE

A/ Construction de Bresse
Y
72
K ||’§
H
92
0! =X
8
g8
M
0y a oo
Figure 51
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La formule d'Euler-Savary s'écrit

N 1y _ 1
P2 p1 R2 Rl sin <]

- — = (_____

On ne change rien & la construction d'Euler-Savary si l'on remplace G; et
G, par deux points G¥ et G¥ tels que la quantité

1 i 1

T &R

reste inchangée. Choisissons GT 4 1'infini sur IG;. On a donc
R T L.
K = R? RT et RT 0

* . * . . o s
On a donc Ry = h et par suite G, = K point diamétralement opposé a I
sur le cercle des inflexions.

Coneclusion

On remplace le centre de courbure de la base par le point & l'in-
fini dans la direction de la normale en I 4 la base et 4 la roulante et on
remplace le centre de courbure de la roulante par le point K diamétrziement
opposé d I sur le cercle des inflexions.

B/ Formule de Bresse
WY
K Gy
Cercle X
des inflexions CoN\\m
Y
Mo
5]
. - X
i
"
Figure 52
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Soit la courbe (C;) de centre de courbure y, dont 1l'enveloppe est la courbe

(C1) de centre de courbure y;.

Soit My point d'intersection de IM avec le cercle des inflexions

de diamétre IK. Le centre de courbure y{ de la trajectoire de M; est a 1'in-

fini dans la direction IM.

—— >
IMg = p3 X

->
Iy; = ol X
> -
Iy = p2 X
———— -
Ivyi = 01 X

Appliquons la formule d'Euler-Savary successivement au couple de points
Y1» Y2 et YI» V2.

o _ i _ 1

P2 P1 h sin 8

. . 1 1 = 0 (y! a 1'infini)
3 o] h sin 6 pl !
r_1r _ 1

Py P Y]

soit encore

I B
— — —
Ivs Iy, My

— —— — — —_—

Mg (Iy; = Iy2) = Iyz . Iy

— —— —_— —_—

My . yav1 = Iyz . Im

C — —_—— ——— —_— —_—

(Ivp + y2Mg) y2v:1 = Ivz . Ivi

—_— —_ —_— —

Yoyr - Y2Mo = Ivz (Iyy — vav1)

—— ——— —_2

Y2Y1 - Y2Mg = I§2

Les points y; et My sont situés du méme cOté de la demi-droite de sommet
Yo passant par I (Iyy” > 0)

c/ Concavité de la trajectoire d'un point

Si la courbe (C,) se réduit 3 un point (cercle point) le point
vy, est confondu avec M. On a alors

MYI B MMO = -I_I‘ZZ

Les points y; et My &tant situés du méme c3té de M, la concavité de la
courbe trajectoire de M est tournée vers M,
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Application

N N . - -> ->

Soit un plan fixe P; auquel on lie le repére 0, X;, Y;

Soit un plan mobile P, auguel on lie le repére 05, X5, Y3
Le point A, de P, appartenant & O,Y, est astreint & se déplacer sur une
droite D; de P; paralléle 3 0;Y;.

. _— . . . -

La droite 0,X, de P, est astreinte par une articulation & passer

par l'origine 0; de P;.

On demande de

~ définir le cercle des inflexions
Y, définir le cercle des rebroussements
2 -~ chercher la concavité de la trajectoire d'un point M du plan mobile
\\\\ (M appartient & 0,X3)

Y}{ X2

0o % '_ =X,

Figure 53

a) Détermination du C.I.R

La droite 0yXs enveloppe le cercle point O; donc I se trouve sur
la normale en 0; a 0,X,. Le point A, a pour trajectoire D; dans P; : I se
trouve sur la normale en A, 32 Dj. I est donc complétement déterminé.

b) Cercles des inflexions et des rebroussements

I appartient au cercle des inflexions et au cercle des rebrousse~
ments ol les deux cercles sont tangents.,

Ay du plan mobile a une trajectoire rectiligne dans P;. Il appar-
tient au cercle des inflexionms.

La droite 0X; de P, enveloppe le point 0;. O; appartient au cercle
des rebroussements.
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Les cercles des inflexions et des rebroussements sont symétriques
par rapport 3 I.

Le point A' symétrique de A, par rapport i I appartient au cercle
des rebroussements.

Le point O' symétrique de O; par rapport & I appartient au cercle
des inflexions.

Le cercle des inflexions est circonscrit au triangle I0'Az.
Le cercle des rebroussements est circonscrit au triangle I0;A’

¢) Concavité de la courbe, lieu de M. .

Joignons IM. IM recoupe le cercle des inflexions en My. Le centre
de courbure de la trajectoire de M est sur la demi-droite issue de M qui
contient My d'oli le sens de la courbure.

Y; Yz \
X
" 2
0, C1
0, Mo
\ >
A Ay
/ i
Cercie des rebroussements Cercle des inflexions
Figure 54
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